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Предисловие

Настоящая книга содержит более 200 задач, которые так или

иначе связаны с решением диофантовых уравнений, а именно

уравнений в целых и рациональных числах.

В первой теме подробно рассмотрены линейные уравнения в

целых числах. Вторая тема направлена на изучение задач,

связанных с целочисленным уравнением х2 + у2 = z2 . Третья
посвящена изучению отдельных вопросов, имеющих отношение к

совершенным числам. В четвертой теме представлены некоторые

факты теории чисел, которые наиболее часто используются при

решении задач настоящего пособия. Значительная часть книги

состоит из задач, в основном олимпиадного характера. Каждая

задача снабжена подробным решением.

Для более эффективного усвоения материала рекомендуется
основательно разобраться в предлагаемых рещениях и попытаться

найти иные способы решений или доказательств.
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Тема 1. Линейные диофантовы уравнения

Простейшим видом уравнений в целых числах являются

уравнения вида ах + by = с, (1)

где а, 6, с - заданные целые числа, а * О, 6^0. Для решения

уравнения (1) в целых числах потребуются некоторые факты теории
чисел.

Теорема 1.1. (деление с остатком).
Пусть a, b целые числа, отличные от нуля, тогда существует

единственная пара целых чисел (q, r) таких, что a = bq + r
, причем

0<r<\b\.
Доказательство.

Пусть для определенности b > 0. Выберем целое число q таким,

что q< — <q + l, тогда bq<a<bq + b9 значит a = bq + r, где
b

0 < г < Ъ. Существование пары чисел (q, r) доказано.

Предположим, существует другая пара целых чисел (qx, г,) такая,

что а = bqx + гх, причем 0 < гх < Щ, тогда bq + г - bqx + rx, откуда

4,-<7=^. (2)

Так как 0<г < 6, 0 < rt < 6, то -b<r-rx <6, т,е.

-1< L<1, -1<<7,-<7<1, значит <3ri-<3r = Oo<3r = <3ri»

следовательно, г = /*,, что противоречит предположению.

Теорема доказана.

Наибольший общий делитель чисел a, b будем обозначать
символом (a, b). Для нахождения наибольшего общего делителя

чисел а, Ъ удобно использовать следующий алгоритм.
Алгоритм Евклида.

Выберем наибольшее по модулю из чисел а, Ъ. Пусть для

определенности |я| > |&| (Если |а| = Щ, то (а, Ь) = \а\ = Щ ).

1. Разделим а на Ъ с остатком:

а = /лдг, +г,,где 0<г, <|б|; (3)

разделим Ъ на ^ с остатком:

6 = r,qr2 +r2, где 0<г2 <г,; <4)
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разделим Г! на г2 с остатком:

г\
= ггЧъ +/з, где 0 < г3 < г2; и т.д.

rk_2 = rk_xqk + rk , где 0 < гк_2 <гк_х; (5)

rk-\ = 'ift+i + rM , где 0 < гА+1 < rt; (6)

'* = ?*+2г*+1 • (7)
3. Последний ненулевой остаток является наибольшим общим

делителем чисел а, Ь, т.е. ^+1 = (я, 6). (Если b делит а, то

(*,6) = |ф.
Доказательство.
Покажем, что процедура деления с остатком в алгоритме

Евклида имеет конечное число шагов. Действительно,

Щ > г\ > г2 >•••> причем г, > 0, г2 > О,... , значит к <\b\, т.е. число

шагов конечно.

Пусть rf = (a,6), D = rk+X.

Так как Оделит числа а, Ь, то из (3) Оделит гх.

Так как Оделит Ь, гь то из (4) Оделит г2 и т.д.

Так как Оделит rk_i, rk, то из (6) Оделит rk+l = D.

Из (7) D делит rk. Так как D делит rk, rk+1, то из (6) D делит

rk.i. Так как D делит гк.ь гк, то из (5) D делит гк_2 и т.д. Так как D

делит гь г2, то из (4) D делит Ъ. Так как D делит гь 6, то из (3) D

делит а, значит D делит (a,b) = <tf. Так как d делит Д D делит rf, то

rf = D, что и требовалось доказать.

Теорема 1.2.

Пусть rf = (а, Ь), тогда существуют целые числа т, п такие, что

am + bn = d.

Доказательство.
Согласно алгоритму Евклида, имеем

d = *i+i = >*-i
-

rt^+I = rk_x
-

ft+I (r*_2 - qkrk^) = ...= ma + «6,

где m, я
-

некоторые целые числа.

Теорема доказана.

Пример 1. Найдите (187,55).
187 = 3-55 + 22

55 = 2-22 + 11

22 = 2-11,
значит (187,55)=11, причем 11 = 55-2-22 = 55-

-2(187-3-55) = 7-55 + (-2)-187.
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Теорема 1.3.

Уравнение ах + by = с разрешимо в целых числах тогда и

только тогда, когда (а, Ь) делит с.

Доказательство.
Пусть d = (а, Ъ). Так как d делит а, 6, то d делит ах + by, т.е. d

делит с. Обратно, пусть d делит с, т.е. с = oft, где А: е Z. Покажем,
что уравнение (1) имеет решение в целых числах. Согласно теореме

1.2., существуют целые числа w, n такие, что am + bn = d, значит

а (тк) + Ъ (пк) = dk = с, следовательно, пара чисел (тк, пк)
является решением (1).

Теорема доказана.

Теорема 1.4.

Если числа а, Ъ взаимно простые, т.е. (а, Ъ) = 1 и а делит 6с, то а

делит с.

Доказательство.
Так как (а, 6) = 1 х то, согласно теореме 1.2., существуют целые

/и, п такие, что ат + Ьп=\, значит (ас)т + (6с)я = с, причем а

делит 6с, следовательно, а делит (ас)я + (Ьс)п = с.

Теорема доказана.

Следующая теорема позволяет по заданному решению (х0,у0)
уравнения (1) находить все решения уравнения (1).

Теорема 1.5.

Пусть(х0,у0) некоторое решение уравнения (1), тогда любое

•*ч
Ь а

другое решение уравнения (1) имеет вид х = х0 + —/, у = у0 1,
d d

где d = (a,b), teZ.

Доказательство.

Пусть ах0 + by0 = с, ах + fey = с, тогда, составив разность

данных уравнений, получим а(х - х0) = 6(^0 - J>) • Пусть а = md,

6 = яа\где (го, я) = 1, тогда го(х-х0) = «0>0 -}>)• Так как я делит

/w (jc -х0), (го, п) = 1, то, согласно теореме 1.4., я делит х-х0, т.е.

x-x0=/tf, где feZ, значит m(ni) = п(у0 -у), следовательно,

а 6
д; = .у0-л* ,где ю =

--, л = --.

а а

Теорема доказана.

Пример 2. Решите уравнение 15* + S4y = 39 в целых числах.
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Решение.

1. С помощью алгоритма Евклида находим (84,15):
84 = 5-15 + 9, 15 = 1-9 + 6, 9 = 1-6 + 3, 6 = 3-2,значит (84,15) = 3.

2. Так как (84,15) = 3 делит 39, то, согласно теореме 1.3.,

уравнение 15х + 84jy = 39 имеет решение в целых числах.

3. Из 1. имеем 3 = 9-1-6 = 9-1(15-1-9) = 2-9-1-15 =

= 2(84-5-15)-l-15 = 2-84 + (-ll)-15, значит 39 = 26-84 +

+ (-143)15. Итак, (-143,2б) является частным решением

исходного уравнения.
4. По теореме 1.5. находим все решения исходного уравнения

х = -143+—/, у=26 г,т.е. x = -143 + 28f, y = 26-5t.

Ответ: {(-143 + 281,26-5t):teZ}.
Методом математической индукции можно показать, что

уравнение alxl+...+anxn=b, где а,,...,я„,6 - заданные целые

числа (я, Ф О,..., ап Ф 0), разрешимо в целых числах тогда и только

тогда, когда наибольший общий делитель чисел ах,...%ап делит Ь.

Пример 3. Решите уравнение 6х + Юу + 15z = 7 в целых числах.

Решение.

Имеем (6x + 10j;) + 15z = 7, 2 (3x + 5^) + 15z = 7. Пусть
Зх + 5у = w,тогда 2w+\5z = 7 . (8)

Решим уравнение (8) в целых числах.

Согласно алгоритму Евклида, имеем 15 = 7-2 + 1, 7 = 7-1,
значит (15,2) = 1, причем 1 = 2-(-7)+15-1, следовательно,

2(- 49)+15-7 = 7, т.е. (- 49,7) является частным решением

уравнения (8). По теореме 1.5. находим w = -49 + 15w, z = 7-2i/,
где ueZ. Имеем Ъх + 5у = -49 + 15и. Согласно алгоритму Евклида,

имеем 5 = 1-3 + 2, 3 = 1-2 + 1, 2 = 2-1, значит (5,3) = 1, причем

1 = 3-1-2 = 3-1(5-1 -3)=2-3 + 5(-l), значит 3(30и-98) +

+5(49-15и) = -49 + 15н, т.е. для каждого ueZ пара чисел

(ЗОи - 98,49 -15и) является частным решением уравнения

Зх + 5>> = -49 + 151/, значит, согласно теореме 1.5., находим

jc = (30h-98) + 5v, ;у = (49-15и)-3у,где veZ.

Ответ: {(ЗОи - 98 + 5v, 49 - 15и - 3v, 7 - 2и): иу е z).
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Тема 2. Уравнение х2 +у2 =z2 и его приложения

Теперь рассмотрим некоторые уравнения старших степеней, в

частности те, которые связаны с диофантовым уравнением

x2+y2=z2. Прежде всего покажем справедливость следующей

леммы.

Лемма 2.1.

1) Пусть xy = z", (x,jy) = l, где x,y,z,neN (n>2)6 тогда

существуют натуральные числа и s, такие, что х = t"
, у = s" .

2) Если a eQ,an е N , где neN ,то a eN .

3) Если а е N, Va e g, где neN ,то Ца е N .

Доказательство.
1) Предположим, существует некоторое множество троек чисел

(х, .у, z), удовлетворяющих условию леммы, причем хотя бы одно

из чисел х, у не является я-ой степенью, например х. Выберем из

данного множества ту тройку чисел (х, у, z), для которой х

является наименьшим возможным значением из данного

множества. Пусть простое число р делит х, т.е. х = рхх, тогда

рхху - zn, значитр делит zn, следовательно, р делит 2, т.е. z = pzx.

Имеем рхху = (/>z,)" о хху
= p"~xzxn.

Так как /> делит х, (х, у) = 1, тор не делит jy.

Так как /? не делит у, рп'} делит *ij>, то рп'1 делит *i т.е.

хх=р"-Чу x = pxx=p"t.
Так как х не является п - ой степенью, то / не является п - ой

степенью, причем ху = zn о (pnt}y=^(pzx)n <=> /у - *i"•
Итак, тройка чисел (f, jy,^) содержится в исходном множестве,

причем х = pnt > t, что противоречит определению х,

следовательно, хту являются п - ми степенями.

2) Пусть а = —, а" = /, где m,kTleN, (m, ?) = 1.

Имеем Г—J =/о тп =1кп.

Так как (aw, #)= 1, то (тп, ?") = 1, причем /си делит ww, значит

?и = 1, т.е. к = 1, следовательно, a eN .
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3) Пусть Ча =
—, где (w, к) = 1, тогда 1—1 = а, т" =ак".

Так как (го, к) = Ц то (го", ?") = 1, причем к" делит /и", значит

?и = 1, к = 1, следовательно, va =meN.

Лемма доказана.

Теорема 2.1.

Всякое решение уравнения х2 + у2 =z2 в натуральных числах

задается в виде х - (го2 -п2)к, у = 2тпк , z = (го2 + п2)к или

х = 2тпк , ^ = (го2 -n2)k , z = (го2 + я2)? , где целые числа го, я, A:

удовлетворяют следующим условиям:

1) (го,л) = 1, (х,;у) = ?.

2) числа го, я различной четности.

3)го>я>0,?>0.

(Для целочисленных решений уравнения x2+y2=z2 не

требуется выполнения условия 3)).

Доказательство.

Пусть (х, у)=к, тогда х = ка, y-kb9 где (а,б)=1. Имеем

(?а)2+(&>)2 =z2 о a2+f>2=(Z] . Пусть z = ?c, где се?,

тогда а2 +Ь2 =с2. Так как с е Q, с2 е N, то, согласно лемме 2.1,

с eN. Так как (а,б) = 1, то хотя бы одно из чисел а, Ъ является

нечетным. Пусть для определенности а нечетно. Предположим, Ъ

нечетно, тогда а2,Ь2 при делении на 4 дают в остатке 1, значит с2

при делении на 4 дает в остатке 2, что невозможно, ибо с2 делится

на 2, но не делится на 4. Итак, Ъ четно, значит с1 = а2 +Ь2 нечетно,

следовательно, с нечетно. Имеем

»2 • ^ ч (Ь\ с-а с + а

\2J 2 2

(с-а с+аЛ
_

I 2 ,~Г)~

О)

Покажем, что [ —-—, ——I = 1. Предположим, существует

с±а с+а с-а
простое р, которое делит числа

, тогда р делит ±
,
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т.е. р делит числа а, с, значит/? делит Ъ2 = с2 - а2, следовательно, />

делит 6, что невозможно, так как (а, б) = 1. Из (J), согласно лемме

2.I., имеем = п ,
= го , значит с = яг + я , а = т -п ,

причем I — I = го2я2, следовательно, Ъ = 2гоя, где (го, я) = I.

Теорема доказана.

Следствие 2.1.

Пусть хг +уг = z2, где х, у,1 е N, причем (х, у) = 1, или

(у,z) = 1, или (z,х) = 1, тогда существуют т,п eN такие, что

х = го2-я2, у = 2тп, z = m2+n2 или х = 2гои, у = т2-п2,
z-m2 л-г?, где /и > я > 0, (го, я) = 1, числа го, я различной
четности.

Замечание. Если х2 ¦?у2 = z2, где x,y,zeN, причем (х,>>) = 1,
или (у, z) = 1, или (z, х) = 1, то тройка чисел (х, у, z) называется

примитивной пифагоровой тръйкой.

Пример 1. Докажите, что уравнение x4+y4=z2 не имеет

решений в натуральных числах.

Решение.

Предположим, исходное уравнение разрешимо в натуральных

числах. Пусть (х,у) = d, т.е. х-da, y = db, где (а,Ь) = 1, тогда

а4 + б4 =( —I • Пусть z = <i2c, где с eg, тогда

а4+64=с2. (1)
Так как с eQ, с2 eN, то, согласно лемме 2.1-, ceN . Среди

всех возможных решений уравнения (1) выберем решения с

наименьшим возможным значением с. Имеем (а2)2 + (б2)2 = с2,

причем {а, б) = 1, значит \a2,b2J= 1, следовательно, (а2,Ь2,с)
образуют примитивную пифагорову тройку, следовательно,

существуют m9neN такие, что а2 = го2 -п2, Ъ2 = 2тп,

с-т2 +п2, где го, я различной четности, (го, я) = 1, го > я, значит

а2 = т2 - я2 является нечетным. Предположим, /и четное, я

нечетное, тогда п2,а2 при делении на 4 дает в остатке 1, значит

т2 = а2 и- я2 дает в остатке 2, т.е. /и2 делится на 2, но не делится на
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4, что невозможно. Итак, т нечетйое, п четное, причем (я, п, т)
образуют примитивную пифагорову тройку, следовательно,

существуют p,qeN такие, что а = р2 -q2, п = 2pq,

w = р2 +q2, где /?, q различной четности, (p,q) = l, p > q, причем

б2 = 2тп, значит fe2 = 4pq(p2 + q2), следовательно, fe = 2/г,

he N, тогда

А2=Ц/»2+92). (2)

Предположим, существует простое г, которое делит pq, p2 +q2.
Так как г делит/>#, то пусть для определенности г делит р, значит г

делит [р2+q2)-p2 ^q2, т.е. г делит д, что невозможно, ибо

(/>, я) = 1. Итак, (до,/?2+<72) = 1, значит из (2), согласно лемме

2.1., pq = s2, p2 +q2 = /2, где s9t e N. Так как pq = s2, (p, q) = 1,

то р
= и2, q = v2, где u,veN, значит (w2) +(v2) = /2, т.е.

и4 + v4 = t2, причем с = т2 +п2 >т = р2 +q2 =t2 >t, т.е. оf,

что противоречит определению числа с. Получено противоречие.
Что и требовалось доказать.

Пример 2.

\x2+y2=z2-t2
Докажите, что система < неразрешима в

[ху = zt

натуральных числах.

Решение.

Покажем справедливость следующей леммы.

Лемма 2.2. Если ху = zt , где x,y,z,teN, то существуют

a,b,c,d eN такие, что х = ab , y-cd, z = ас, t = bd, причем

(fe,c) = l.

Доказательство.

Пусть [z,х) = а, тогда х = ab, z-ac, где (6,с) = 1. Имеем

(afejy = [ac)t, fey = с* • Так fe делит ct, (fe, с) = 1, то b делит f, т.е.

/ = bd, где d eN, тогда fey = c(fed), д/ = fee, что и требовалось
доказать.

Предположим, исходная система разрешима в натуральных

числах. Пусть w = (х, у, z91), т.е. х = aw, y = bw, z^cw, t = dw,
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/ и Л 1
a2+b2=c2-d2

n
где [а, о,с,а) = \, тогда < . Среди всех решении

[аЬ = erf

данной системы выберем решение с наименьшим значением с.

Предположим, существует простое р, которое делит числа а, 6,
тогда р делит cd-ab, значит р делит с или р делит rf. Пусть для

определенности р делит с, тогда р делит d2=c2-a2-b2,
следовательно,/> делитd9 что невозможно, ибо (a,b,c9d) = \. Итак,

(а, 6) = 1. Аналогично (с, d) - 1. Так как ab = cd, то, согласно

лемме2.2., существуют p,q9r,s eN, такие, чтоа = pq, ,b = rs,

c = pr, d = qs, причем a2+b2=c2-d2, значит

A2 +rV = A2 -*v Цр2 +*2)(?2 +'2)=2/>v • о)

Так как (а, й) = 1, то (p, s) = 1, (g, r) = 1, ибо а = pq, b = rs,

значит lp2 +s2, p2 j = 1 Aq2 + r2, r2\ = 1, следовательно, из (З)

(У+s2 = 2r2 1У+s2 = >*2
^ (4) или \p . (5)
[^+Г2=/72 [^2+Г2=2/72

Предположим, с четно, тогда с2 =а2 +b2 + d2 делится на 4,

следовательно, а, 6, rf четные, что невозможно, ибо (а, й, с, d) = 1.

Действительно, если хотя бы одно из чисел а, 6, <tf является

нечетным, то a2 +b2 +d2 при делении на 4 дает в остатке 1, 2, 3,
что невозможно. Итак, с нечетно, следовательно с2 при делении на

4 дает в остатке 1, значит среди чисел a, b, d ровно одно нечетное,

остальные два четные. Если я, Ъ четные, тогда с, d нечетные, что

невозможно, ибо ab-cd. Пусть для определенности а нечетно,

тогда b, d четные, значит р, q, r нечетные, s четно, следовательно,

р2 Фс? л-г2, т.е. (4) неразрешима. Рассмотрим (5). Имеем

\p2+s2=r2 \p2+s2=r2
{(р2+,2) + (,2+,2)^2+2р2^|,2+,2=р2)ПРОТеМ
[p*s) = 1, значит {р, s, г), (q, s9 p) являются примитивными

пифагоровыми тройками, следовательно,

{p = g2-h2,s = 2gh,r = g2+h2 {g2-h2=u2+v2
1 2 2 2 2

' Т°ГДа 1 ,
'ГДО

[q = u2 -vz,s = 2uv,p = uz +vz [gh = uv

U,AJ = l,l«,v) = l.
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Таким образом, набор (и, v, g, h) удовлетворяет системе

а +Ь = с — d 2 »2

, причем с = pr>r = g + /2 >g, что

#6 = erf

противоречит определению с.

Итак, исходная система неразрешима.

Пример 3.

Пусть г, R - радиусы вписанной и описанной окружностей

прямоугольного треугольника с целочисленными сторонами.

Докажите, что величины г, R одновременно не являются полными

квадратами.

Решение.

Пусть а, Ъ -

катеты, с -

гипотенуза данного треугольника.

Предположим, r = u2, R *= v2, где u,veN. Имеем

2 W l \ 2 D
с? \а + Ь-с = 2и2

и =r = —[a + b-c), v =/? = — , т.е. < о

2 2 |^ - 2v

а + Ъ = 2и2 +2v2
, / ч2 • Так как а + 6 четно, то a-b = (a + b)-2b
a2+Z>2=(2v2)

V '

_ a — b
также четно. Пусть w =

, где -w e /v . Имеем

t 2 J 4 4

= v4-2«V-«4.
тх 4 л 2 2 4 2

Итак, v - 2n v - w = w .

Пусть (w, v) = rf , т.е. 1/ = md, v = nd 9 где (m, я) = 1, тогда

n4 -2m2n2 -mA =
^r • Пусть -^-

= &, где ?е#. Так как

U2; rf2

keQ, k2 еЛГ,то к eN . Имеем л4 -2wV -m4 =Л2. (6)

Выберем решение уравнения (6) с наименьшим возможным

значением т. Имеем [п2 - т2 J - к2 = 2w4 « [п2 -т2 —к)-
• [п2 -т2 +к)= 2т4 . Так как числа п2 -т2 ±к одинаковой

четности, ибо (я2 - т2 + ?/-(я2 - т2 - к)= 2к и произведение этих

13



чисел четно, то и сами числа являются четными, значит

п2 -т2 +к п2 -т2 -к т4 т4
^у

=
, т.е. — еN , тогда т = 2/, где

2 2 2 2

/ л, т*
л2-4/2+*л2-4/2-? 0/4 _

/ е ЛГ. Имеем —— = 8/ . (7)
2 2

Так как т четно? (т, л] = 1, то п нечетно. Предположим, сущест-

п2 -4/2 ±к
вует простое р, которое делит , тогда р делит сумму

этих чисел, а именно п2 -4/2, причем из (7)р делит 8/4. Так как/?

делит нечетное число л2 -4/2, то р нечетно, причем р делит 8/4 ,

значит р делит /, тогда /> делит (я2 - 4/2 J+ 4/2 = п2, т.е. р делит я,

причем р делит т = 2/, что невозможно, ибо (w, я) = 1. Итак, числа

я2-4/2±*
взаимно просты, тогда из (7) имеем

п2-412-к 4
-
= S

2

nz-4l2+k

2

l = st

= 8/4 или

*-*-*..**

2

2

= s4 , где (s, ij ~ 1. В любом
л2-4/2+А:

Гл2-4/2=Й4+*4
случае \ , т.е.

|/ = rf

s4 +4s2t2 +St4=n2 о (у2 +2f2)2 +(2t2f =n2. (8)

Так как п нечетно, то из (8) s нечетно. Так как (s, t) = 1, то

{s2 + 2/2,2/2 )= 1, значит (s2 + 2/2,2/2,л) образуют примитивную

пифагорову тройку, тогда s2 + 2/2 = q2 - г2, 2t2 = 2qr , n-q2 л-г2,

К =q2 -2qr-r2 / \ t 2 ,2
т.е. < , где (<?, >*) = 1 > значит <?

= g , r = h ,

I/ =^
t = gh, ибо t2=qr9 (q9r)=l, тогда g4 -2g2h2 -h4 = s2,
следовательно, тройка чисел (g, h, s) удовлетворяет уравнению (6),

причем m = 2l> I = st>t = gh>h, т.е. m> h, что противоречит

определению /w, что и требовалось доказать.
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Тема 3. Совершенные числа

В арифметике есть много чисел, изучение которых вызывает

особенный интерес. В частности, к таким числам относятся так

называемые совершенные числа, а именно такие числа, которые
вдвое меньше суммы всех своих делителей. Задачей нахождения

совершенных чисел занимались еще древние греки. Тем не менее

интерес к совершенным числам нисколько не уменьшился. А

связано это с безуспешными попытками найти все совершенные
числа.

Евклид показал, что если 2й -1 является простым, то

2"~1[2п -1) является совершенным, а Эйлер установил, что любое

четное совершенное число имеет евклидов вид. Итак, справедлива

следующая теорема.

Теорема 3. L

Четное число является совершенным тогда и только тогда, когда

оно имеет вид 2Р~1(2/7 - 1J, где \2Р -1] -

простое число.

Доказательство.

Докажем, что если 2р-1 -

простое, то число 2p~1(2/7-l)
совершенно. Пусть q = 2p-*l9 тогда делителями числа 2Р~Х q

являются числа 1, 2,..., 2p~l q , причем

1 + 2+...+2'"1 +g(l+...+2/M) = \lp - l)+$(2' -1) =
= {q+l)(2p -l) = 2p(lp -l) = 2(2^,(2/7 -l)),

что и требовалось доказать.

Покажем теперь, что любое четное совершенное число имеет

вид 2Р**1(2/7 -1], причем \2Р - Ц
-

простое число.

Обозначим через <т(я) сумму всех делителей числа п и прежде,

чем приступить к доказательству, покажем справедливость

следующей леммы.

Лемма: если числа а, Ъ взаимно просты, то o{a)<j(b) = <r(ab).
Доказательство.
Если а = 1 или 6 = 1, тогда, очевидно, условие леммы

15



выполнено. Пусть а>2,6>2. Пусть а*/V1.../?/*, где р,
-

различные простые числа, nf - натуральные числа, тогда делители

числа а имеют вид Р\Х—Ръ*к , где 0<^ <nr,...fi<ik <пк, а их

сумма равна

а{а) = (l + Л +...+Лч )...(l + Л +...+Л* )
Пусть b = qll..>qmm, где <gr/

-

различные простые числа, // -

натуральные числа, тогда

a(b) = (l + <?, +.-+?,'1 )...(l + qm+-+qjm ), значит

a{a)a{b) = (l + px +...+/>,"' )...(l + Pk +...+pk"k ) -

¦(l + ql+... + qb).(l + qm+... + qJ'»).
Пусть с = afe = p,"1 .../?*"*#1l •••#/»

m

9 причем" из взаимной

простоты чисел а, 6 заключаем, что j?,,...,^,^,,...,^
-

различные простые числа, значит

*(аЬ) = <т(с)^ + р1+... +р№
что и требовалось доказать. Доказательство леммы закончено.

Итак, пусть п - четное совершенное число, т.е. а(п) = 2п. (1)

Представим п в виде п = 2тк , где тД eN ,к- нечетное число,

тогда 2т, к взаимно просты, значит, согласно лемме,

о(п) = а[2т к) = а(2т)а(к) = (l + 2+...+2w)cr(*) = (2W+1 - l)o(*),
следовательно, из (1) {2m+l - l)cr(A) = 2W+1A. (2)

Так как 2/и+1-1 делит 2w+4, то 2m+l -1 делит *, т.е.

Л =^ -1)/, где / e N , тогда из (2) <фда+1 -1)/) = 2OT+1 /. Пусть

т +1 = р, тогда oife* -1j/1 = 2Р /. Предположим, / > 1. Если

/ = 2Р -1, тогда , однако

dfe" -lf)>\+(2p -\)+fe.p -if =2P(2P -l)+l>2"(2p -l).
Получено противоречие. Если / Ф 2Р -1, тогда

<фр -1)/) > 1 + /+(2Р -1) + (2Р -1)/ = 2" / + 2" > 2" I.
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Снова получено противоречие. Итак, / = 1, тогда ah.p - lj = 2Р.

Предположим, 2Р -1 - составное число, тогда существует

делитель числа 2Р -1 такой, что 1 < г < 2Р -1, тогда

cr(2/?-l)>l + r + (2/?~l)>2/7. Итак, 2Р-\ -

простое. Таким

образом,

п = 2тк = 2W(2W+1 -1)/ = 2W(2W+1 - l) = 2^(2" - l).
Теорема доказана.

Фактически 2Р -1 является простым, только в случае, когда р

простое число. Действительно, предположим, р - составное число,

т.е. р- аЬ, где a,beN, 1<а<р, \<Ь<р, тогда

2^~l = (20)6~l = (20~l)f(2a)6~l+...+20+ll - составное число,

что невозможно. Итак, р - простое число.

Замечание. Простые числа вида 2Р -1 называются простыми

числами Мерсена.
Таким образом, задача о нахождении четных совершенных

чисел сводится к нахождению прортых чисел Мерсена. Вопрос же о

том, существуют ли нечетные совершенные числа, является

знаменитой нерешенной проблемой. Рассмотрение частных случаев

этой проблемы указывает на то, что нечетных совершенных чисел

не существует.

Теорема 3. 1.

Квадраты нечетных чисел не являются совершенными.

Доказательство.

Пусть п = р™1 ...ркщ, где pi
-

различные нечетные простые

числа, т{ eN, тогда п2 = р*щ-.-рк2щ . Предположим, п2

совершенно, тогда °\п)
=^ <I>

v
+ А +—+ Р\Щ )•• *

...(l + />* +...+рк2щ)= 2р2щ ...рктк . Однако последнее равенство

невозможно, так как в левой части нечетное число, в правой -

четное, что невозможно.

Теорема доказана.

Теорема 3.2.

Число я = рк не является совершенным, где р
-

простое число,

keN.
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Доказательство.

Предположим, п совершенно, тогда сг(л) = 2яо
1 + /? + ...+рк = 2рк. Очевидно, А*1,таккак /?>1.Если ?>1,

тогда plpk~l -/?*~2-...-l] = l, значит/? делит 1, т.е. /?
= 1, что

невозможно.

Теорема доказана.

Теорема 3.3.

Число n = pkqm не является совершенным, где p,q различные

простые числа, т,к eN . [р > 2, q > 2).
Доказательство.

Предположим, л совершенно, тогда <т(я) = 2и, т.е.

(l + p+...V)(l + 9+-+9w) = 2рV • (3)

Заметим, что

нод(1+р+...+/,/) = Ьнод(1+^...+^9^) = 1.

Действительно, предположим, существует простое число г

такое, что г делит 1 +р+...+рк и/Л
Так как г делит/?*, то >* = /?, ибо/?, г - простые, следовательно, г

=р не делит 1 + /?+...+/?* . Получено противоречие.

Аналогично НОД ( 1 + q+.. .+qm, <?w J
= 1. Следовательно,

[l + /?+...V=2^w
согласно равенству (3), имеем < или

[l + q+...+qM=pk
\l + p+...+pk =qm

\\ + q+...+qm =2pk'
{l + p+...+pk =2qm

Для определенности рассмотрим <
f
о

J/+1^ = 2^(/?-l)
k+,-i=/(^i)
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bqm-pk=s
\pk-qm=t
ps = 2qm-\ О

Ф = рк-\

[pk =2t + s

{qm=t + s

ps
= 2qm-l:

qt = pk-l

[ps = 2(s + t)-\
\qt = (2t + s)-l

ps-qt = so s(p-l) = qt. (4)

Предположим, существует простое число w такое, что w делит

числа s, U тогда w делит {2t + sj и (t + sj, т.е. w делит рк и </", что

невозможно, так как р, q различные простые числа. Итак, w = 1, т.е.

НОД (s, i) = 1, причем, согласно (4), s делит #*, значит s делит #. Так

как ps
= 2<grw -1,5 делит q, то 5 делит 2#w -

ps = 1, значит 5 = 1,

причем #/ = 2t + 5 -1, следовательно, qt = 2t<t>q = 2, что

невозможно. Получено противоречие.
Теорема доказана.

В настоящее время известно^ что если нечетные совершенные

числа и существуют, то в каноническом разложении на множители

они содержат не менее 2800 различных простых множителей.

Тем не менее в общем случае вопрос о существовании нечетных

совершенных чисел до сих пор остается открытым.
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Тема 4. Теоремы Эйлера, Вильсона и Ферма

Рассмотрим теоремы, имеющие широкое применение при

решении диофантовых уравнений.
Теорема 4.1. (Малая теорема Ферма).
ар -а делится на простое число р для любого натурального

числа а. В частности, если [а, р)-\,то ар~х -1 делится нар.

Доказательство.

Еслир делит а, тор делит ар -а.

Пусть простое р не делит а, т.е. [а, р)-\. Разделим числа

\а = pdx + гх

а, 2а,...,(/? - \)а на числор с остатком: <

2а = pd2 + г2

(p-\)a = pdp_x+rp_x

(1)

где dj e N, 0<гк </?-!.

Так как простое число р не делит а, то ни одно из чисел

а, 2а,..., (р - 1)а не делится на р, значит г,фО, т.е. 1 < rt < р -1.

\а • / = pd, + /;

Предположим, что д;
=

гу, где / Ф j, тогда «I а •

у = /м/у + г, =>

a-i-a-j = p[dt -dj), значитр делит a[i- j), что невозможно, так

как р не делит а, р не делит / - j, ибо 0 < / < р, 0<j<p,
-p<i-j<p, причем /^у\ Итак, остатки г, попарно различны,

причем 1 < г,
<
р -1,..., 1 < гр_х

<
р -1, значит числа г,,...,г ,

являются перестановкой чисел \,2,..., р-\, следовательно,

r1...Vl=l-2-...4p-lj=b-lj!
Перемножим все равенства системы (1), получим

а(2а)..{(р - \)а) = рА + гх ...гр_х, где A eN, т.е.

(р-1)!^-1 =рА + (р-\)\, {р-\){ар~х-\)=рА.
Так как /> делит \р-Щар~х -\) и /? не делит

(/?-1)! = 1 • 2-...(/?-1), то /? делит ар~1 -1, следовательно, р делит
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Теорема доказана.

Пусть ф{т) выражает число натуральных чисел, меньших

натурального числа го и взаимно простых с го.

Функция (р(т) называется функцией Эйлера.

Теорема 4.2.

Пусть (а, го) = 1, тогда а^т' -1 делится на го.

Доказательство.

Пусть к1,...,к1 натуральные числа, меньшие го и взаимно

простые с го, т.е. (?,, го) = 1, тогда ф{т) = /. Разделим числа

?]Я,..., kta на число го с остатком:
к0а = d?m + r02 2 \ (2)

kta = dtm + r{

где 0<Г; <го , i = 1,2,...,/.

Покажем, что (г,,го) = 1. Предположим, для некоторого /:

\ri, го) * 1, тогда существует простое число /?, которое делит числа

rh го, значитр делит А,а = dtm-?rf, следовательно, р делит kt или /?

делит а, что невозможно, ибо (а, го) = 1 и (?,, го) = 1. Итак,

(г„да) = 1.

Покажем, что все г, попарно различны. Предположим, rt = ri,
где * * у. Имеем г,

= ?,я - г/,го, гу = ?уЯ - г/уго, значит

кка - ^го = кjа - afyro <=> \к4 - kj \а = \df - dj jro.

Так как го делит [к^кЛа, (а, го) = 1
, то го делит kt-kJ9

однако 0 < kf < го, 0 < к} < го, значит -го < ?, - kj < го,

-1 < — < 1, следовательно, ~
= 0, к, -к , что

го го
7

невозможно, так как кх,..., &, попарно различны.

Итак, все rt попарно различны.

Так как числа г,,...,г, взаимно просты с го и попарно различны,

то rl9...,rt являются некоторой перестановкой чисел ?,,...,?,,
следовательно, ^...г,

= ?,?2 ...?/• Перемножим все равенства

системы (2), получим ?д?2 •••?/#' = тА + rfc...r^ где Л некоторое
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натуральное число, значит к^.-к^а1 -l)= mA.
Так как т делит kxk2^.ki\al -\) и (?,, т) = 1, то т делит а1 -1,

т.е. w делит я^ -1, что и требовалось доказать.

Заметим, что если р простое число, то числа 1,2,...,(/? -l)
взаимно просты с /?, значит <р(р) = р -1. Таким образом, малая

теорема Ферма является частным случаем теоремы Эйлера.
Если т = р", где р простое число, то <р(т) = р" - рп~х.

Действительно, всякое натуральное число, имеющее с числом р"
общий делитель, имеет вид ps> где s eN, причем ps< p", т.е.

s<pn~x, следовательно, таких чисел ровно /Л1, значит

Пусть /, = р"х -р]т~\...,1к = ркк -рк"к~\ где р, различные

простые числа, nt е N, т.е. щрхщ ) = /,,..., <р\ркк) = 1к .

Пусть а взаимно просто с р1Ъ...,рк, тогда, согласно теореме

4.2., а!х-\ делится на /?,И1,..., я'* -1 делится на /?/*. Пусть
/ = 1}12—1к > тогда а' -1 делится на числа atx - 1,..., я7* -1, значит

а1 -1 делится на числа р"х,..., рк"к , т.е. а7 -1 делится на т, где

т = р"х,..., ркк , причем

|./1..л-Л'Г.-4*Ч'--)-(1-4(1--]-V Р\) \ Рк) \ P,J \ рк)
Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 4.3. (Эйлер).

Пусть {а, т) = 1, тогда а' -\ делится на т, где т = р"1 ...рк"к,
( И

/:
А-\ Р\)

Можно также показать, что <р(т) = щ 1 ... 1 =/ для
V pj V pkJ

любого натурального числа т.

Теорема 4.4. (Вильсон).
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Число р является простым тогда и только тогда, когда р делит

(/,-1)1+1.
Доказательство.

Пусть р делит (/?- l)l+1. Предположим, р не является простым,

тогда р = тп9 где 1 < /и < /7, 1 < ж /7, значит т делит

(/7 -1)!+1 = 1- 2-...-го-...-(/7 ~ l) +1 = тА +1, где А некоторое

натуральное число, следовательно, m делит 1, т.е. аи=1, что

невозможно. Итак, р простое число.

Обратно, пусть р простое число, покажем, что р делит

(/7-l)l+l. При /? = 2;3;5 теорема справедлива. Будем считать,

р > 5 , тогда
- > 2.

Пусть # целое число такое, что 1 < q < р -1. Покажем,

существует целое г (l < г < р
— l) такое, что #г -1 делится нар.

Так как р простое, то (q, р) = 1, значит, согласно теореме 1.2.,

существуют целые aw, n такие, что pm + qn
= 1. Разделим я на /7 с

остатком, получим я=,ф + г, где 1 <г</?— 1 (если г = 0, тор

делит рт + #(ф) = pm + qn=\i что невозможно). Имеем

pm + q(dp + r) = 1 о <ут— 1 = p^-m-dq) , т.е. /7 делит <ул*
— 1. Если

г = 1, то р делит #
~ 1 > что невозможно, ибо 0<q-l<p-2. Если

г = /?-1, то/? делит <7(/7-l)--l = /7<7--(<2r + l), тогда/? делит # + 1 ,

что невозможно, ибо 2 < # +1 < р. Итак, /7 делит gr -1, где

1<#</7-1, 1<г</7-1. Предположим, существует целое s,

такое, что 1 < s < р -1, р делит #s -1, причем s Ф г, тогда /7 делит

g(r-s) = (gr-l)--(<7.s--l), значит р делит # или /7 делит r-s,

однако 1<<7</7-1, значит/? не делит q\ -p<r-s<p, значит/7 не

делит r-s. Итак, число г единственное.

Предположим, q = г, тогда /7 делит #г -1 = #2 -1 =

= (q - lX<7 +1), следовательно, р делит # -1 или р делит # +1, что

невозможно, так как 0<q-l< p9 0<q + \<p, значит q Ф г.

Таким образом, каждому числу q{\ <q<p-l) соответствует

единственное число г (l < г < р -1, г Ф qj такое, что qr = рА + 1 для

некоторого A eN.
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n— 3

Итак, числа 2,3, ...,р-2 можно объединить в —

пары,

такие, что произведение чисел в каждой паре имеет вид рА + 1.

Почленно перемножим все такие пары, получим

2• 3-...(р-2) = ра +1, для некоторого a eN, значит

(/J-l)! = (jP-2)!(/7-l) = (/?a+l)(p-l) = /</>a-a + l)-l, т.е.

(/? -l)!+1 = р^ра - а + l), следовательно, р делит (р - l)l+1, что и

требовалось доказать.

Следствие 4.1.

Простое число р
= 4л +1 делит w2 +1, где w = (2л)!

Доказательство.
Согласно теореме Вильсона, р = 4л+1 делит

(р -1)!+1 = (4я)!+1 = (l • 2-..,(2л))((2л + 1)...(4л)) + 1 = (2л)(р - 2л)..

...О? -1) = (2л)(р* + (2л))+1 = ((2л))2 +1 + рфл), где * е W,

значитр делит ((2л)!) +1, что и требовалось доказать.

Теорема 4.5.

Пусть р простое число вида 4л + 3 и пусть числа а, Ъ взаимно

просты, тогда а2 + Ъ2 не делится нар;

Доказательство.

Предположим, простое р = 4л + 3 делит а2 +Ь2 , где (я, б) = 1.

Если при этом р делит а, то р делит а2, р делит Ъ2 = (я2+62)-я2,
значитр делит 6, что невозможно, ибо (a, fr) = 1. Итак, р не делит а.

Аналогично р не делит 6. Следовательно, согласно малой теореме

Ферма, р делит числа ар~1 -1 и Ь^1 -1.

Так как р делит а +Ь и а +Ь делит la I +16 1

a4W+2 + ?4«+2 = ар-Х +Ьр-\^ то ^ дедит ар-\ + ?р-1 =

= (а7*"1 -1) + (б77"1 -1J + 2, значит р делит 2, что невозможно, ибо

р > 3 . Предположение неверно.
Теорема доказана.
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Задачи
1. Решите следующие уравнения в целых числах:

1)(х-1)(у-2) = 3

2) ху-2х + 3}> = 5

3) 1ху-6х-Ъу + 1 = 0

4) axy + bx + cy + d=0, где а9Ь,с,<i eZ(#*0).
о тт

2 11
2. Для каждого простого р решите уравнение

—
=
—+— в

р х у

натуральных числах.

3. (Евклид). Докажите, что простых чисел бесконечно много.

4. Докажите, что уравнение х2 + х + 1 = ру имеет решение в

целых числах (х, у) для бесконечного числа простых/?.

5. 1) Докажите, что p2-q2 делится на 24, где /7, q простые

числа, большие 3.

2) Докажите, что р4 - q4 делится на 240, где /?, q простые

числа, большие 5.

3) Докажите, что p6-q6 делится на 168, где /7, q простые

числа, большие 7.

6. Найдите все простые /7, такие, что

1) /7 + 4, /7 + 14 простые

2) 8/72 + 1 простые

3) /7 + 10, /7 + 1 простые

4) 4/72 +1,6р2 +1 простые

5) /72 -6, /72 + 6 простые

6) /74 - 6 простое

7) р? + 6, /73 - 6 простые

8) /72 -2, 2/72 -1, 3/72 +4 простые

9) 2Р +1, 2Р -1 простые

Ю) А ?> Р'У + ЯР простые

7. Докажите, что если число аЬс делится на 37, то числа Ьса и

cab также делятся на 37.
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8. Существует ли натуральное число, которое при возведении в

1996 степень, оканчивается на 1996 ?

9. Найдите все натуральные числа N, произведение цифр

которых равно N1999.
10. Найдите все натуральные числа, равные сумме квадратов

своих цифр.
X V Z

11. I) Решите уравнение
— +— +— = 2,345 в рациональных
у z х

положительных числах.

X V Z

2) Решите уравнение — +—+— =1999 в попарно взаимно
у z х

простых числах лг, у, z.

12. Докажите, что следующие уравнения разрешимы в

натуральных числах:

Lj XtX^fXtgoa
~~"

1
+ ^2 1999

2) х2 +... + xf999=y2
3)х2+/ = 19971999.
13. Докажите, что следующие уравнения имеют бесконечно

много решений в целых числах:

1) j;2-2jc2 = 1

2) xy + yz + zx= l.

14. Докажите, что следующие уравнения имеют бесконечно

много решений в натуральных числах:

1) *2+у>=25

2) x2+/+z5=f7.
15. Докажите, что уравнение (ху) +(yz) +(zx) -t1 имеет

бесконечно много решений в натуральных взаимно простых числах.

16. Докажите, что для любого натурального п

1) уравнение (x+l) +...+(* +я) =у3 имеет решения в целых

числах,

2) уравнение п = х2 +у2 - z2 имеет бесконечно много решений
в целых числах.

17. Решите уравнение х1996 =1995У"5 +1994 в натуральных

числах.
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18. Решите уравнение jcf + ... + *? = 1999 в натуральных числах.

19. Решите уравнение 2p+l = q3 в натуральных числах, где р

простое.

20. Решите уравнение рх2 + qy2 = Spq в натуральных числах,

где /?, q различные простые.

21. Пусть х, у натуральные числа. Докажите, что хотя бы одно

из чисел х2 +у, у2 + х не является полным квадратом.

22. Решите уравнение п\ = 20я2 в натуральных числах.

23. 1) Докажите, что остаток при делении простого числа/? на 30

является простым.

2) Пусть г остаток при делении простого числа р на 210.

Найдите г, если известно, что г составное число, г представимо в

виде суммы квадратов двух натуральных чисел.

24. Решите следующие уравнения в натуральных числах:

1) xxyy = z2

2) ххуу^хх +уу .

25. Докажите, что натуральное число N{N > l) представимо в

виде суммы нескольких последовательных натуральных чисел тогда

и только тогда, когда N не является степенью двойки.

26. Докажите, что следующие системы неразрешимы в

натуральных числах:

{2x2+y2=t2 J5x2+/='2'
27. Решите следующие уравнения в натуральных числах

1) х2-у2=7
2) х3-8/ = 19

3) хт-ут =5, где meN(m>\).
28. Решите уравнение х4(х2 -х4 + 2у) -у1 л-1999 в целых

числах.

29. Решите уравнение х10 + 5х5 - у* - 4у4 = 1 в целых числах.

30. 1) (Софи Жермен). Докажите, что число я4+4 является

составным для любого п eN (п > l).
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2) Докажите, что число п4+4пк4 является составным для

любых n,keN (я> l)•
31. Решите уравнение в натуральных

числах

32. Известно, что натуральные числа х, у, z таковы, что x + y + z

делится на х, у, z. Найдите х: у: z.

~~ тч ху yz zx
33. Решите уравнение

-^- + -^ +— = 3 в целых числах.

z х у

34. Докажите, что если целые числа я, Ь, с, d таковы, что

ad - be = 1, то

1Ч яя + 6
1) дробь несократима.

cn + d

^ч
- ас + ferf

2) дробь —т г- несократима.
a1 +bz

35. Решите уравнение х3 + >;3 + 4 = 3(х + j;)
1) в натуральных числах

2) в целых числах.

36. Докажите, что хоты бы одно из чисел т , w + Vl999 не

т

является целым.

37. Докажите, что число 5 = 1 +—+...+— не является целым для
2 п

любого neN (я > l) •

ЛО Т,
1 1 1

1

38. Решите уравнение
—+—+— = 1 в целых числах.

ху yz zx

39. 1) Решите уравнение —+— +— = 1 в натуральных числах.
х у z

2) Докажите, что для любого neN п>Ъ уравнение

—+...+—=1 имеет решение в натуральных числах,
х1 хп

удовлетворяющее условию хх < х2 <...< хп .

3) Докажите, что для любого neN уравнение —+...+—= 1

х\ хп

имеет конечное число решений в натуральных числах.
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40. 1) Решите уравнение -т-+ —=г + —г-+-г-= 1 в натуральных
х2 у2 z2 Г

числах.

2) Докажите, что уравнение —y*—+—Г
= * не имеет решений

в попарно различных натуральных числах.

3) Докажите, что для любого п -е N (п > l) уравнение

1 1 1
—- = —2"+...+—Г имеет решение в натуральных числах,
х0 Х\ Хп

удовлетворяющее условию х0 < х, <...< хп.

4) Найдите все п eN, для которых уравнение

1 1 1
—-

=

—J-+...+—j- разрешимо в натуральных числах.

Х0 Xi Хп

41. Пусть т,п,х eN (т>я). Докажите, что хотя бы одно из

чисел х +1, х +1 не делится на 1999.

{x+y+z=2m в натуральных числах,
xy + yz + zx = 2n

если известно, что х, у, z простые.

43. Решите следующие уравнения в простых числах:

1) p2+q2 =r2 +s2 +t2

2) p2+q3=r4.
44. Решите следующие уравнения в целых числах:

1) х2-\0 = 1у

2)5х2-7=1\у

3) jc2 -11^ = 15.

45. Решите следующие уравнения в целых числах:

1) х2-2у2 =3

2) 2х2-5/=7

3) 5х2+6х + П = у2+4у.
46. Решите уравнение х10 + ую - z10 = 1999 в целых числах.
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54. 1) Найдите все целые я, такие, что х1999 делится нах+л для

47. Решите уравнение x2+y2+z2+x + y + z=l в

рациональных числах.

48. Решите уравнение (х + у) = 2(l000jy - х -1) в целых числах.

49. Решите уравнение (l6x-2l)>>z + 16(x-f z) = 21 в

натуральных числах.

{x2+y-z = 0
50. Решите систему < в целых числах.

[y2+x-z2+2 = 0

\x+y + z-3
51. Решите систему <

„
в целых числах.

[x3+y3+z3=3
\x2+6y2=2z2+3t252. Решите систему < в целых числах.

[ху = zt

[хл-y^zt
53. Решите систему \ в натуральных числах, где

[ху = z +1

х<у,x<z<t.

54. 1) Найдит
любого целого х (х ф -п)

2) Найдите все целые я, такие, что х3 + у3 + Зяху делится на

х +у-п для любых целых х, jy (x + jy-я^О).
55. Решите уравнение (1 + х)( 1 + х2) = 2У в натуральных числах.

56. Для каждого натурального значения п решите следующие

уравнения в натуральных числах:

\)х2+у2=2"

2) хг + у2+г2=2"

3)x2+y2+z2+t2=2".
57. Решите уравнение у2 - Szx = 1 в натуральных числах, где z

простое.

58. Решите уравнение х2 - 1у2 = 2 в рациональных числах.

59. Известно, что число «содержит ровно 1999 делителей.

Докажите, что п не делится на 10.

60. Найдите все натуральные числа я, такие, что п2 имеет в 3

раза больше делителей, чем п.
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61. Найдите все натуральные числа п, такие, что 2п имеет ровно

п делителей.
62. Число N увеличилось в т раз после перестановки первой

цифры числа N на последнее место. Найдите допустимые значения

т (N, m e N).
63. Решите следующие системы в целых числах:

1}
Г*3+/+**= 1

2) jx3+;;3+z2=2
\x + y + z = \ \x + y + z = 2

64. Решите следующие уравнения в целых числах:

1) х(х + \) = 4у(у + \)
2) х(х +1) = р2"у(у +1), где neN ,р простое.

65. Найдите все натуральные числа *, у, такие, что
1

1 1
—+ —

х у

является целым.

66. Решите уравнение 5(д:2 + у2 -1) = Ъху в целых числах.

67. Решите уравнение х2-ху +у2=х + у в целых числах.

68. Решите уравнение х2 -

ху + у2 = х2у2 в целых числах.

69. Решите уравнение 5(х + у) =54lx2+y2\ в натуральных

числах.

70. 1) Докажите, что если a, b, 4a+4b являются

рациональными (целыми), то 4а , л[Ь являются рациональными

(целыми).

2) Докажите, что если а,Ь, с, 4а+ыЬ+л[с являются

рациональными (целыми), то ыа, л/b, л[с являются

рациональными (целыми).

3) Докажите, что если а, Ь, Ца + Ifb являются рациональными

(целыми), то Ца , ЦЪ являются рациональными (целыми).
71. Докажите, что следующие уравнения неразрешимы в

натуральных числах:

О V^ +V? = Vl999

2) V^ + VjH=Vl999.
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72 1) Докажите, что уравнение ых+ т[у= л/й имеет решение в

натуральных числах тогда и только тогда, когда существует целое

т, большее 1, такое, что т2 делит п.

2) Докажите, что уравнение имеет решение в

натуральных числах тогда и только тогда, когда существует целое

w, большее 1, такое, что т3 делит я.

73. Докажите, что уравнение V*2 +1999 + <у]у2 +1999 = 1999 не

имеет решений в целых числах.

74. Докажите, что уравнение (х-у) + (>>-*) +(z-x) = 30 не

имеет решений в целых числах.

75. Известно, что (2а + l) + 62 простое, где а, Ъ целые числа.

Найдите я, Ь, если известно, что корни уравнения

х2 + (2а + l)x + Ъ +1 = 0 выражаются целыми числами.

76. Решите уравнение х\+у\ = z\ в натуральных числах.

У У
77. Решите уравнение хху~х =ух в натуральных числах.

78. Решите следующие уравнения в натуральных числах:

1) л*+/!*=*'

2) л* + пу + л2 = п1.

79. Докажите, что для любого нечетного натурального значения

п число 2и! -1 делится на п.

80. Докажите, что уравнение x + yjz = л]\999 не имеет

решений в рациональных числах.

81. Решите следующие системы в целых числах:

\х3 -х2 -2=у

\y3-y2-2 = z.

lz3-z2-2 = x

82. Докажите, что следующие уравнения не имеют решений в

рациональных числах:

1) ах2 + Ьх + с = 0, где а, Ь, с нечетные числа

2) ах4 + Ьх3 +cx2+dx + e = 0, где а, 6, с, */, е нечетные числа.

83. Пусть с = 22 +1 простое число (neN).
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Решите уравнение хр - ур = с в натуральных числах, где р

простое.

84. Решите уравнение (cos 1 + sin 2)2 •...
• (cos n + sin(« +1))2 =

= (l + sin l)1999(l + sin3)-... • (l + sin(2/* +1)) в натуральных числах.

85. Найдите все пары рациональных чисел (х, у), для которых

1 1 1
числа х + у +—,

—+—+ ху являются целыми.

ху х у

&6. Решите следующие уравнения в целых числах:

1) х2+ху + у2+х + у-5 = 0

2) х2-ху + у2-х + Зу-7 = 0.

87. Решите уравнение yz -l=(xy)z -х1999 в натуральных

числах.

88. Решите следующие уравнения в целых числах:

1) ух + ^х + л/х =;

2)l9ix + l99f^^ = y.

89. Известно, что целые числа а, Ь, с удовлетворяют

следующему условию а(а +1) = bc(bc - l)+b2. Докажите, что

|а -ь 6с| является полным квадратом.

90. 1) Решите уравнение ^2х + V3 + у2х - V3 = ^6у в

натуральных числах.

2) Решите уравнение V* ~V^ = \2-v3> в рациональных

числах.

I—Р -i/y + i

3) Решите уравнение <\jx + <yjy = г-г- в рациональных
V*

числах, где .у простое.
91. Докажите, что для любого натурального значения п

справедливы следующие соотношения:

1) [V«+V^TT] = [V4« + l]
2) [7«+л/^ГТ + л/« + 2| = [л/9« + 8]
3) [V«+V« + l+V« +2+V« + 3| = [Vl6« + 23|.
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92. Решите уравнение х2 + у2 = (ху -1999)2 в целых числах.

м т>
1 1 т2+1

93. Решите уравнение -т
- +...+-

14+12+1
'"

пл+п2+\ 2/и2+4

натуральных числах.

94. Решите следующие уравнения в рациональных числах;

1) x2+y2-3z2=0
2) x3+3j;3+9z3+27jcyz = 0

3) jc4+2/-4z4-8/4=0
4) x5+2/+llz5+33/5=0.
95. Докажите что уравнение 1999* х1999 +1999уу1999 =

= I999zz1999 неразрешимо в натуральных числах.

96. Решите следующие уравнения в целых числах:

1) х2 +у2 = xyz

2) х2 +у2 +z2 =2xyzt

3) х2 + у2 + z2 +12 = 2xyz/.
97. Решите следующие уравнения в целых числах:

1) x2+/+z2=^V
2) *2+/+z2+f2=*yz2.
98. Найдите все натуральные значения к, для которых уравнение

х2 + у2 + z2 = kxyz разрешимо в натуральных числах.

99. Решите следующие уравнения в натуральных числах, где р

простое, п > 1:

1) 2Р + 3Р =т"

2) Зр +4Р =т\

100. Решите уравнение х6 + хъу+У*99 = 0 в целых числах.

101. Решите уравнение х3 + ху + .у3 = 11 в целых числах.

102. Решите уравнение \х2 + уг) ~\х2 -у2) = (2xy)z в

натуральных числах.

103. Решите уравнение (х+l}*"1 = (х -1}**1 в натуральных

числах.

104. Решите следующие уравнения в натуральных числах:

1) ху = х + у

2) ху +ух =ху + х + у.
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105. Решите следующие уравнения в целых числах:

1) x(x + l) = y2
2) *(* + l)(x + 2) = /
3) x(x + l)(x + 2)(x + 3) = y2

4)х(х + 1)(х + 2)(х + 3) = /
5) х(х + 1) = у"(п>\)
6) х(х + 1)(х + 2) = у"(п>1)
7) х(х+1^х + 2){х + 3) = у" (и>1).

х (х2-У2)^1
106. Решите уравнение

—
=

-* '- в натуральных
у

{*-?)>-I
числах.

107. Решите уравнение (п\)т - (ml)"' = 28 в натуральных

числах.

108. Решите уравнение л/л-л/я-1 =(л/1999 -Vl998J в

натуральных числах.

Г iV+l Г 1 V999
109. Решите уравнение I 1 + — I = I 1 + 1

1) в натуральных числах

2) в целых числах.

\xzy + yzz + zzx = 23
110. Решите систему < в целых числах.

[ху2 +yz2 +zx2 =25

111. Докажите, что для любого натурального значения п (п > l)
справедливы следующие соотношения:

2) щщ+...{^у2("-узп+1\
112. (Эйлер). Докажите, что уравнение 4ху-х-у = z2 не имеет

решений в натуральных,числах.

113. Решите уравнение (2х)2х -1 = yz+l в натуральных числах.
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121. Решите систему

114. (Лиувилль). Решите уравнение (/*-« 1)1+1=рт в

натуральных числах, где/? простое.

115. Решите уравнение (х + 2)4 -х4 = у3 в целых числах.

116. Решите уравнение х(х + \)=у{у+l)(y
2

+lj & целых числах.

117. Решите уравнение у2 = х3 + (х + 4)2 в целых числах.

118. Решите уравнение р(р +1) + #(# +1) = я(ян-1) в

натуральных числах, глс prq простые.

119. Решите уравнение + — =1 в

*|+—г 2+—г
jc2+...— 3+...—

х„ п

натуральных числах (п > l).
120. Решите уравнение 2т\1гП' +1 j = (m + l)..(m + m) в

натуральных числах.

-.(у-,)'

122. Решите уравнение х(х + 1Длг2 + x +2) = 2>>2 в целых числах.

123. Решите следующие уравнения в натуральных числах:

1) х\ = ху + х + у

2) (х + 1)! = ху-* + >>.

124. Решите следующие уравнения в натуральных числах:

1) 1998*-1997*=/

2) 1999* -1998* = у2.
125. Решите следующие уравнения в натуральных числах:

l)*2(jc2+l) = 1999'-1

2)x4(x + l) = 3'-l.

126. Решите уравнение в целых числах.

127. Решите уравнение 1!+2!+...+х! -у2 в натуральных числах

(z>l).
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128. Докажите, что при любом целом значении п корни

уравнения пх2 + \п2 — тх + 1 = 0 не являются рациональными

числами*.

129. Решите следующие уравнения в натуральных числах:

1) 2*-3' = 1

2)3Л-2-), = 1

3)5*-2' = 1

4)Г-2У = 1.

130. Решитеследующие уравнения в натуральных числах:

1)5*-3'=2

2) 5* -3'=4

3)5* -3'=8

4) 5* -3^ = 16

5)7*-3' = 2

6)7г-3'=4

7) 10х -У =7

8) Iх -У =5.

131. Решите следующие уравнения в натуральных числах:

1) 2m-l = n*(jt>l,n>l)
2) 2м +1 = пк (к > 1).
132. Решите уравнение р\2р~х-\)=т" в натуральных числах,

где р простое, п > 1.

133. Решите следующие уравнения в натуральных числах:

l)2*+3'=z2
2)3x+5y=z2
3)2x+5y=z2.
134. Решите уравнение 2x+l + qy = z2 в натуральных числах, где

простое q = 4k-l {keN).
135. Решите уравнение рх +qy = z2 в натуральных числах, где

простое р = Ак + 3,простое q = рт-1 (k,meN).
136. Решите следующие уравнения в натуральных числах:

1>2*+3' = 5г

2)2*+3'=72.
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137. Решите уравнение 2*3^ = 1 + 52 в натуральных числах.

138. Решите уравнение 5* +1 = 2У + 2г5' в натуральных числах.

139. Решите уравнение 2Р + 2Ч = pqr в натуральных числах, где

/>, q простые.

140. (Эйлер), Решите уравнение ху = ух{хФ у)
1) в натуральных числах

2) в рациональных числах.

141. Решите уравнение хх+у = (x + yY в натуральных числах.

142. Решите уравнение х" + (х + у)" = (х + 2у)п в натуральных

числах.

143. Решите следующие уравнения в натуральных числах:

1) 2"-1 = тл

2) 3" +1 = тп (п нечетное число).

144. (Ройттер). Если а + 1 не является степенью двойки, то

существует бесконечно много натуральных чисел я, таких, что

ап +1 делится на п (а > l).
145. Пусть а + 1 является степенью двойки (а > l).
1) Найдите все нечетные натуральные числа п, такие, что п

делит а" +1.

2) Докажите, что существует бесконечно много и(л е N), таких,

что я делит а" +1.

146. (Лебег). Решите уравнение х2 -у3 = 7 в целых числах.

147. Решите уравнение х3 -5у2 = 13 в целых числах.

148. Решите уравнение у2 = *3 - А2 -1 в целых числах (z > О).

149. Решите уравнение д(х + ^8>>2 -1 +д[х-д/8^2 -1 =»z в

целых числах, где jy нечетное число.

150. Решите следующие уравнения в натуральных числах:

l)x'-(x+ l)z=l
2)x'-(x'+l)'=l
3) (jc + lf-x^l
4) (jc'+l/'-jc,=l.
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Решения

1. 1) Так как 3 = 3-l = (-3X-l), то, согласно условию, имеем

Г*-1 = 3;1;-3;-1
< , следовательно, получаем следующие решения:
[j;-2 = l;3;-l;-3

(^) = {(4,3K2,5),(-2,lW0,~l)}.
Ответ: {{4^М~ 2,l),(0,-1)}.
2) Имеем х(у-2)+(з(у-2)+б)=5о (х + 3)(у-2) = -1, значит

Ответ: {(-2Д(-4,3)}.
3) Имеем (lx)(jy)-6(7x)-Z(7y)+49 = 0, (7х-бХ7у-в)=-1,

Г7*-6 = 1;-1
'

|7у-8 = -1Ц'
Ответ: {(l,l)}.
4) Имеем (ах\ау)+ b{ax)+c(ay)+ ad = 0,

(ax + cj{ay + b) = bc-ad.
Пусть т некоторый делитель числа be-ad, тогда

т-~с

следовательно, < , значит х = у = 1.

ах + с-т

be-ad >

аул-Ъ--
т

х = -

°

а)
be-ad-bm

am

Когда т пробегает по всем делителям числа be-ad, получаем

решения системы (1), из которых выбираем целочисленные

решения.

2, Имеем 2ху = рх + ру<2> (2x)fey)=(2x)p + (2y)po>
{2х-рХ2у-р)=рг. (1)

Если /7 = 2, то из (1) (jc-lXy-l)=l, значит jc—1 = 1, у-1 = 1,

т.е. х = у = 2.

ЕСшР>Ъ^шт\2х-р^-\р2^-р (2)
[2y-p = pz-x-p ;-1;р;-р
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С учетом того, что х,у натуральные числа, из (2) находим

следующие решения: fc^Hpj-^ 2+/? >

Р

^^~Y fP>Pr[
•

Ответ: если р
= 2 , то {(2,2)};

если р > 3, то

f
р + \ р2 + рЛ
2

'

2

*У+р P + l

3. Предположим, существует лишь конечное число простых

чисел, а именно pr,/?2r»>/V Рассмотрим число р
= Р\Рг—Рп+^ •

Очевидно, р> Р;. Если /?, делит/? для некоторого ? (l < / < п), тогда

/?/ делит p -/>,.../*„ > те- Pi Делит 1, что невозможно. Так как р > pt

и р не делится ни на одно из чисел /?/, то р является простым.

Получено противоречие, что и требовалось доказать.

4. Предположим, существует лишь конечное число простых
чисел Рх,...,рп9 для которых уравнение разрешимо в целых числах.

Пусть х = рх...рп,тогда х2 + х +1 = р2...р2 + Р\—рп +1 неделится

ни на одно из чисел /?/, значит существует простое /?, отличное от

чисел pj , которое делит х + х +1, значит у
=

,

Р

следовательно, исходное уравнение разрешимо в целых числах для

некоторого простого р, отличного от ph Получено противоречие,
что и требовалось доказать.

5. 1) 1-й способ.

Так как простое р больше 3, то /?
= 3?±1; keN, тогда

р2 -1 = з(з*2 ± 2к) делится на 3.

Так как р > 3 , то р нечетно, т.е. р
= 2я +1, пе N, тогда

р -1 = 4л(л-1) делится на 8, ибо п(п-\) четно. Так как /?2-1
делится на 3, на 8, то р2-1 делится на 24. Аналогично q2 -1

делится на 24, значит р2 - q1 = (р2 -1)- (<gr2 ~ l) делится на 24.

2-й способ.

Так как простые/?, # больше 3, то р
= 3к±\, q=3m±l, Где

mfkeN9 тогда p2-q2 = з(з?2 -Зя2 ±2А:±2я) делится на3.
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Так как простые /?, q больше 3, то /?, q нечетные, т.е. />
= 2/ +1,

q = 2n + l> где nJeN, тогда р2 -q2 = 4(/(/ + l)-«(/? + l)) делится

на 8, ибо /(/ + l), n(n+\) четные числа, следовательно, p2-q2
делится на 8-3 = 24.

2) Так как р2 - q2 делится на 3 (см. пред. пункт), то

р4 - q4 = [р2 - q2Ур2 +q2) делится на 3.

Так как р > 5, то р нечетно, значит

р2=(2т + 1)2=4ю(ю + 1)ч-1 = 8л + 1, р4 = (8w + l)2 = 16-

•(4я2 + л)+1 = 16/+1, т.е. р4 -1 делится на 16. Аналогично q4 -1

делится на 16, значит /?4 - <?4 = (р4 - l)-(tf4 ~ l) делится на 16.

Так как р>5, то /?;=5я±1 или р=±5а±2, тогда

/?2=5(5а2±2а)+1 или р2 =5(5а2 ±4a + l)-l, т.е. р2=5Ь+1,
значит р4 = (5Ь ± if = 5(5Z>2 ± 2fc)+1 = 5с +1, т.е. р4 -1 делится на

5. Аналогично <?4-1 делится на 5, следовательно,

р4 - q4 = [р4 - lj- (#4 -1) делится на 5. Итак, p4-q4 делится на

3-5-16 = 240.

3) Так как p2-q2 делится на 24, то

Р6 - йв = (р2 - ^Л/*4 + />V + tf/ Делится на 24.

Так как р>1, то р
= 7?±1, или /? = 7& ± 2, или р

= 1к±3,

тогда /?3 = 7J49A:3 ± 21?2 + 3*)± 1 или р3 = 7(49Л3 ± 42?2 +

+Ш±1)±1 или /?3=7(49?3±189*2+27?±4)+1, т.е. /?3=7л±1,

р6 = (7п ± l)2 = 7(7я2 ± 2и)+1, следовательно, р6 -1 делится на 7,

значит р6 ~q6 =(р6 -1)- (#6 -1) делится на 7. Итак, /?6 - (у6
делится на 24 • 7 = 168.

6. 1) Очевидно, р*2. р = 3 удовлетворяет условию.

Предположим, р >3 , тогда р
= 3?± 1, keN.

Если р = 3? + 1, то /7 + 14 делится на 3, если р
= Зк-\9 то

/? +10 делится на 3, что невозможно.

Ответ; {з}.
2) Очевидно, рф2. р = 3 удовлетворяет условию.

41



Предположим, /?>3, тогда р
= 3к±\, 8/?2 + l = 8(3?±l)2 +1 =

= з(24?2 ± \6к + 3J делится на 3, что невозможно.

Ответ: {з}.

3) Очевидно, р Ф 2, р ф 3 .

Предположим, р>Ъ. Заметим, что всякое натуральное число

можно представить в виде вк, либо 6? ± 1, либо вк ± 2, либо

6? + 3, однако вк делится на 6, вк ± 2 делится на 2, 6к + 3 делится

на 3, следовательно, простое /? = 6А±1. Если /? = 6А + 1, та /? + 1

делится на 2, если /?
= 6&-1, то /? + 10 делится на 3, что

невозможно.

Ответ: {0}.

4) Очевидно, рф2> рфЪ . /7 = 5 удовлетворяет условию.

Предположим, р > 5 , тогда /?
= 5А ± 1 или р

= 5к±2>

Если /? = 5А±1, то Ар2 + 1 = 5(20?2 ±8?-И) делится на 5, если

/?
= 5Jfc±2, то 6/?2+1 = 5(з0?2±24А + 5) делится на 5, что

невозможно.

Ответ: {5}.

5) Очевидно, рф2, рфЪ . /? = 5 удовлетворяетусловию.

Предположим, р > 5 , тогда р
= 5& ± 1 или р

= 5к±2.

Если /? = 5?±1, то /?2-6 = 5(5?2±2A-l) делится на 5, если

/?
= 5А:±2, то /?2+6 = 5(5А2±4? + 2] делится на 5, что

невозможно.

Ответ: {5}.

6) Очевидно, рФ2, рфЪ . /? = 5 удовлетворяет условию.

Предположим, /?>5, тогда р = 5к±\ или р
= 5к±2, тогда

/?2=5(5?2±2*)+1 или /?2=5(5Jfc2±4? + l)-l, т.е. /?2=5л±1,
значит рА = 5(5«2 ± 2п)+1 = 5/и +1» т.е. /?4 - 6 = 5(го -1) делится на

5, что невозможно.

Ответ: {5}.
7) Очевидно, рФ2, рФЗ, рФ5. /? = 7 удовлетворяет

условию.
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Предположим, /7>7, тогда р
= 7к±1 или р

= 7к±2 или

р
= 7к±Ъ.

Если р = 7к +1 или р
= 7к + 2 или /7

= 7А: - 3, то /73 + 6

делится на 7; если р
= 7к-\ или р

= 7к-2 или /7 = 7? + 3, то

/73 - 6 делится на 7, что невозможно.

Ответ: {7}.
8) Очевидно, /7*2, /7*5. /7 = 3, /? = 7 удовлетворяет

условию.

Предположим, р > 7, тогда /7 = 7к± 1 или р = 7к±2 или

/?
= 7?±3.

Если /7 = 7?±1, то 3/72+4 делится на 7; если р
= 7к±2, то

2/72 -1 делится на 7; если р = 7? ± 3, то /?2 -2 делится на 7, что

невозможно.

Ответ: {3;7}.
9) р = 2 удовлетворяет условию.

Предположим, /7 > 2, тогда 2Р ± 1 > 3, причем

(2/7+l)(2/?-l)=4/7~l = (3 + l)p~l = (3« + l)-l = 3«, значит 2'+1

или 2Р -1 делится на 3, что невозможно.

Ответ: {2}.
10) Пусть r = pq + qp.
Если р>2, q >2, то ptq нечетные, значит г четно, что

невозможно.

Пусть для определенности q
= 2, тогда г-2р+р2.

Если р = 2, то г = 8, что невозможно.

Если /7 = 3, то г = 17 простое. Предположим, /7 >3, тогда

р = ЗА ± 1, следовательно, /72 = 3\3&2 ± 2?j+1 = Ът +1. Так как

р > 3 , то /7 нечетно, т.е. р
= 2/ +1, тогда

2/> =22/+1 =2-4' =2(3 + 1У =2(3/7 + 1), значит г = (3m + l)+
+ 2(3я +1) = З(т + 2и +1) делится на 3, что невозможно.

Итак, /7 = 3, # = 2. Аналогично q = 3, /7 = 2.

Ответ: {(2,3)> (3,2)}.
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7. Пусть m = аЪс, п = Ъса, к = cab.

Имеем 10m-w = a6c0-foa = (l 000a + 6со)~(бсО + а)= 999а =
= 27-37а, т.е. л = Ют-27-37а, причем, согласно условию, АИ

делится на 37, значит л делится на 37.

Так как m + w4-fc = (l00a + 106 + c)+(l006 + 10c + a)+
+ (100с + 10а+б) = 3-37(а+6 + с) и числа т, п делятся на 37, то к

делится на 37.

8. Предположим, п оканчивается числом 1996, тогда

л1996 =10000/и + 1996, где meN, причем п четно, значит W1996
делится на 21996, следовательно, 21996 делит 10000т+ 1996, однако,

10000т+ 1996 = 8(l250m+ 249)+4 не делится на 8. Получено

противоречие. Таким образом, натуральных чисел,

удовлетворяющих исходному условию, не существует.
Ответ: нет.

9. Пусть N = av..a„ , тогда 10"4 < N .

Имеем N1999 = ах...ап < 10" = 10• 10*4 < 10N, следовательно,

ЛГ1998<10<2,998,т.е. #<2, значит N = 1.

Ответ: {l}.

10. Пусть N =tz1...aAI, тогда 10й"1 <N .

Имеем 10й"1 <N = ax2 +... + а„2 <9п2 < 100л, т.е. 10й"3 <п. Если

п > 4, то 10"~3 > л, значит п < 4, т.е. л < 3, следовательно,

ЛГ = Ю0* + 10>> + 2. Имеем 100* + 10.y + z = jc2 + у2 + z2 о

jc(lOO-Jc)+^10-jO=z(z~0-Ecjm **0,то

x(l00-x)^ 100-х>90, значит x(l00-;t)+j;(lQ--j;)>90 + 0 = 90 ,

однако z(z -1) < 9 • 8 = 72. Получено противоречие. Итак, х = 0,

тогда Af = 10>> + 2:, \0y + z = у1+z2, 7(10-^)= z(z-l). Если

j> = 1; 2;...; 9, то последнее уравнение решений не имеет. Итак,

у = 0, тогда N = z
,
z = z2, т.е. TV = z = 1.

Ответ: {l}.
11. 1) Для любых положительных чисел а, Ь, с справедливо

неравенство (а + Ъ + сд(а - б)2 +(б-с)2+(с-а)2)>0о
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a3 +b3 +c3 > ЗаЬс. Пусть а3=го, 63=я, с3±к9 тогда

т + п + ? >ъЦгппк , где т,п,к>0. Имеем

>ЗзЕ^?=3>2,3

д; v z
^

— + •?- + — >

^ ? х

1,345. Получено противоречие.

Ответ: {0}.

v2
2) Имеем x2z + y2x + z2y = \999xyz, ^— = 1999xy-x2 -zy,

z

значит z делит ху2, однако (z, jc) = 1, (z, j>) = 1, следовательно,

JC V Z
z = ±1. Аналогично x = ±1, 3; = ±1, тогда — = ±1, — = ±1, — - ±1,

У z X

x у *z
зйачит •—+~ +— <3<1999. Получено противоречие.

у z x

Ответ: {0}.
\.jL, \j X\ =

...
— ^1997 = *¦

9 ^1098 = > 1999
=

*•¦*¦'¦•'

2) Xl =... = x1998 = 2 , x1999 = 1997, у = 1999

3) x = 199799929 , >> = 1997"934.

13. 1-й способ.

Заметим, что пара чисел (3,2) удовлетворяет условию, причем

из тождества (3j> + 4x)2-2(2j; + 3;t)2 -у2 -2х2 следует, что если

пара чисел (х,у) является решением, то пара чисел

fey + 4х, 2у + Зх) также является решением исходного уравнения.

2-й способ.

Заметим, что пара чисел (3,2) удовлетворяет условию.

Перепишем уравнение в виде \у-л/2дгду + v2x)= 1 и возведем обе

части последнего равенства в квадрат, получим

(у2 + 2х2 - 2xyV2)(у2 + 2х2 + 2хул/2)= 1, откуда
- 2(2ху)2 = 1. Итак, если пара (х, у ) является решением исходного

уравнения, то пара чисел \2ху, у2 -\-2х2) также является решением.

оч тт
1~2Х (z2+l)-(zx + z2) z2+l

„

2) Имеем у- = J L—* * = z. Пусть
Z + X Z + JC Z + JC

z2 +1 = z + jc
, тогда у

= 1 - z .
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Имеем д: = z2 - z +1, y = l-z.

Ответ: |z2-z + l;l-z;z):zez}.
14. 1) Заметим, что 2m +2W = 2m+1.

/я т ОТ+1

Пусть x = 22, y = 23, z = 2 5
, тогда x2 + y3 = z5. Пусть

m = 6k, тогда x-23*, jy = 22*, z = 2 5 .Пусть A: = 5n + 4, тогда

x = 85w+4, y = 45n+49 г = 26й+5,где леЛГ.

2) Заметим, что 3м + 3m + 3W = 3 w+l.
m /it m m+1

Пусть jc = 32 , y = 33
, z=35 , f = 3 7

,тогда x2+y3+z5 = f7.
30*+l

Пусть m = 30A:, тогда x = 315*, у = 310Л, z = 36\ * = 3 7
.

Пусть Л: = 7и+ 10, тогда х = 3150+105\ у = 3100+70яэ z=360+42w,

^ = 343+зо/,гделеЛГ
15. Пусть х = 1, тогда y2z2 +y2 + z2 = t2 о

(y2+llz2+l)=f2+l0 {yz + \f+{y-z)2 = /2+l.

Пусть jyz +1 = /, j;
- z = 1, тогда у = z +1,

/ = z(z + l)+l = z2 +z + l.

Итак, х = 1, y = z + l, z = z, f = z2 + z +1, где zeN.

16. 1) Если я = 2А:-1, где keN, то решением является,

например, пара чисел (-к, 0). Если п = 2к, где keN , то

решением является, например, пара чисел (- А:, А:).
2) Имеем х2 - я = (z - уХг + дО •

Пусть z-у = 1, z + у
= а, где а е Z, тогда х2 -л = а. Имеем

2
'

2

Пусть а г* 26 +1, где fe e Z, тогда

2=6 + 1, у = 6, x2-tt-l = 2Z>. (1)

Если п четное, т,е. п = 2?, то из (1) заключаем, что х нечетное,

т.е. х = 2/ + 1, где A:,/eZ, тогда (2/ + l)2 -2fc-l = 2fe о

6 = 2/2+/-А:, значит х = 2/ + 1, <у = 2/2+/~А:, z = 2/2+/-А: + 1,
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причем справедливо следующее соотношение: 2к = (2/ +1)2 +

+ (2l2+l-kf-(2l2+l-k + lf.
Если п нечетное, т.е. л = 2*-1, то из (1) заключаем, что х

четное число, т.е. х = 2/, где kJeZ, тогда

(2/)2-(2*-l)-l = 2Z>o Z> = 2/2-?, значит х*=2/, у = 212-к,

z = 2/2 - к +1, причем справедливо следующее тождество:

2А-1 = (2/)2 + (2/2 -Л)2 -(2/2 -Jfc + l)2.
17. Пусть Л = я998, 5 = 665т665 + 665, тогда исходное

уравнение перепишем в виде А2 =35-1. Покажем, что никакой

полный квадрат не дает в остатке (-1) при делении на 3.

Действительно, если А = Ък ( к е Z ), то А2 = 9?2 = з(3?2)+0. Если

Л = 3?±1, то А2 =3(ЗЛ2 ±2?]+1, что и требовалось доказать.

Таким образом, исходное уравнение неразрешимо.

18. Если х = 2т, где т е Z, то х8 = 32(8w8).
Если x = 2m + l, где roeZ, то х2 = 4го(го +1)+1 = 8я + 1,

х4=16л(4л + 1)+1 = 16/ + 1, х8=32(8/2+/)+1.
Итак, х8 при делении на 32 дает в остатке либо 0, либо 1,

следовательно, х,8+... + х88 при делении на 32 дает в остатке не

больше 8, однако 1999 = 32 • 62 +15 . Получено противоречие.
Ответ: {0}.
19. Так как 2/7 + 1 нечетно, то q нечетно, т.е. </

= 2л + 1, где

neN.

Имеем 2/? + 1 = (2я-И)3 о р
= п\\п2 + 6п + з) и так как р

простое, то п = 1, тогда /?
= 13, q = 3 .

Ответ: {(13,3)}.
20. Имеем p\?q-x2)=qy2.
Так как /? делит qy2 ир, q различные простые числа, то р делит

}>\ значитр делитз>,т.е. у = ар9 где ае N . Аналогично # делит х,

т.е. x-bq, где beN, тогда р(д*)2 + <э{яр)2 = 5дао

qb2 +а2р = 5. Имеем 5 = a2p +b2q>2a2 +2b2, т.е. я2+62<2,5,
причем a,beN, значит а = 6 = 1, тогда p + q = 5, т.е. ;?

= 2, # = 3
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или /7
= 3, q = 2 .

Ответ: {(*, у, р, <?): (2,3,3,2^ (3, 2, 2,3)}.
21. 1-й способ.

Предположим, х2 + у = aw2, jy2 + х = л2, где m,neN.

Пусть для определенности };<x5 тогд&

х2 <х2 + у<х2 + x<(x + l)2, т.е. х2 <т2 <(x + l)2, х</и<х-И,

что невозможно.

2-й способ.

Предположим, х2 + у = /и2 , )>2 + х = л2, где т,пе N, тогда

х2<т2, у2<п29т.е. х<гп, у<пу значит го = а + х, /7 = 6 + ;;,

\х2 +y = (z + xf {y = a2 +2ах
где a9beN9 тогда 4 о <^ =>

[y2+x = (b + y)2 [* = 62+2йу
х = б2 + 26у = b2 + 2б(я2 + 2ax)> x, что невозможно. Получено

противоречие, что и требовалось доказать.

22. Очевидно, п Ф1; 2;3; 4; 5 . п - 6 удовлетворяет условию.

Покажем, что п\>20п2 для любого neN, п>1. Очевидно

7!>20-72.

Предположим, Л!>20?2 и докажем, что (A + l)>20(A + l)2.
Действительно, (А +l)= Jfcl(fc +1) > (юк2\к +1) > (20(* +1))-

• (к +1) =5 20(& +1)2, что и требовалось доказать.

Ответ: {б}.
23. 1-й способ.

Если /7 = 2, или /?
= 3, или /7

= 5, то г = 2, или г = 3, или

г = 5 соответственно. Пусть /7 > 5 .

Имеем /7 = 30</+г,где d,reZ, d>0, 0<r<30.

Так как /7 простое, то г * 0, значит 1 < г < 29. Предположим, г

составное. Заметим, что всякое составное число от 1 до 29 делится

на 2, или на 3, или на 5, тогда /7
= 3(k/ + r = 2-3-5<i-fr также

делится на 2, или на 3, или на 5 соответственно, что невозможно,

ибо/7 простое. Итак, г простое число.

2-й способ.

Аналогично предыдущему способу можно считать, что р > 5 ,
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p = 30d + r, где 1<г<29. Предположим, г составное. Пусть #

наименьший простой делитель числа г, тогда г = qm, где q <m9

значит 29 > г = qm > q2, т.е. #2 < 29, # ^ 5 следовательно, # = 2,

или #
= 3, или q

= 5, тогда /? = 30d + r =2-3-5 + qmделится на 2,

или на 3, или на 5, что невозможно.

Итак, г простое число.

2) Если г = 2; 3; 4; 5; 6; 7, то число />
= 21Od + г является

составным. Очевидно, г Ф1 (так как г составное).
Пусть г>7. Имеем p = 2\0d + r, где 0<г<210 (г* О, так

как /? простое). Пусть q наименьший простой делитель числа г,

тогда г -qm, где m>q. Имеем 210 >г = qm>q2, значит #< 13,

и так как г>7, то #>7, следовательно, # = 11 или # = 13.

Предположим, # = 11.

Согласно условию г = я2+62, где a,beN, тогда 11 делит

а2 +Ь2. Если а делится на 11, то Ъ2 = (а2 + 62)- а2 делится на 11,

значит Ъ делится на 11, тогда г = а2+62 =

= (l lc)2 + (l \h)2 > 121 +121 = 242
, что невозможно, ибо г < 210 .

Итак, а не делится на 11. Аналогично Ъ не делится на 11.

Заметим, что если т не делится на 11, то т2 при делении на 11 дает

остатки 1, 3, 4, 5, 9, значит а2 +Ъ2 не делится на 11. Получено
противоречие, следовательно, #?П1. Итак, # = 13, тогда

210
т < < 17, т.е. т < 16, причем т > q > 13 .

Я

Так как г -qm и q наименьший простой делитель числа г, то

наименьший простой делитель числа т также не меньше, чем

# = 13, значит m*14 = 2-7, m*15=3<5, т*16 = 2-8. Итак,

т = 13, следоваГельно, г = qm = 169 = 122 + 52.

Ответ: {169}.
24. 1) Имеем ххОО + уу = z2 о 1100* +11>> = z2 о

П(Ю0х + >>)=г2, значит z = l\t, где feN, тогда

100х + >;
= 11/2 О x + j;

= ll(f2-9;t).
Так как х + у делится на 11 и х < 9, у<9,тох +у = 11, значит
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/2=9х + 1, причем 1<jc<9, следовательно, * = 7, f = 8,

3^ = 11 —л: = 4, z = lk = 88.

Ответ: {(7; 4; 88)}.
2) Имеем 1100* +1 \у = (l Ixf + (l lj;)2 о 99* + (х + у) =

= ll(*2+>;2).
Так как х + у делится на И, х<9, у<9, то jc + jy

= 11,тогда

100* + (l 1 -х)= 1 \[х2 + (l 1-х)2), значит х = 8,;у = 11-х = 3.

Ответ: {(8,3)}.
25. Пусть TV = 2*(2/-l), где kJeN, пусть

N = я + (л + 1)+... + (я +го), где n,meN, тогда

^а"+ (и + ")(|И + 1)> зтчиг 2*+1(2/-l) = (2» + mX'« + l)- (D

Рассмотрим случай, когда N не является степенью двойки, т.е.

/>2.

о* 1 i f2* + ro=2*+1 fro = 2/-2
Если 2 +1 > /, тогда пусть < о < .

,

|го + 1 = 2/-1 [л=2*+1-/
получаем N = (2к + 1-/)+((2* + l-/)+l)+... + ((2* +l-/)+(2/-2)).

. . Г2я + го = 2/-1
Если 2*+1</, т.е. 2 </, то пусть < о

[го + 1 = 2*+1

1го = 2 -1^ получаем ЛГ = (/-2*)+((/-2*)+l)+...+
[я = /-2*
+ ((/-2*)+2*+1-l).

Покажем, что если N = 2Ш, т.е, / = 1, тогда N непредставимо в

виде суммы последовательных натуральных чисел. Действительно,

из (1) имеем (2л + т\т +1)= 2к+{. (2)
Если го четно, то го + 1 нечетно, го + 1 делит 2*"1, что

невозможно. Если го нечетно, то 2и + го нечетно и 2п + т делит

2*+1, что невозможно. Что и требовалось доказать.

26. 1-й способ.

Заметим, что квадрат нечетного числа при делении на 8 дает в

остатке 1, квадрат четного числа - дает в остатке 0 или 4. В

частности, при делении на 4 квадрат целого числа дает в остатке
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либо 0 либо 1. Действительно, (21 +l)2 = 4/(/ +1)+1 = Sk +1;

(4/)2 = в(2/2 ), (4/ + 2)2 = 8(2/2 + 2/)+ 4. В частности,

(2/ + 1)2=4(/2+/)+1,(2/)2=4/2.
Предположим, исходная система имеет решение в натуральных

числах, тогда можно считать, что (х, д>)=1, так как в случае

(х, y)=d>l мы разделим обе части равенств на d2. Итак,

(х, jy)=l, значит одно из чисел х, у является нечетным.

Предположим, х, у нечетные числа, тогда

z2 =x2+2y2 = (4m + l)+2(4« + l) = 4(>и + 2л)+3, т.е. z2 при

делении на 4 дает в остатке 3, что невозможно. Итак, х, у различной
четности. Пусть для определенности х нечетно, у четно, тогда

t2 = 2х2 + у2 = 2(4аи + l)+An = 4(lm + л)+2, т.е. t2 дает в остатке 2

при делении на 4, что невозможно, Таким образом, исходная

система неразрешима.

2-й способ.

Сложим уравнения системы, получим 3[х2 +у2)= z2 +t2. (1)

Выберем решение уравнения (1) с наименьшим возможным

значением х.

Заметим, что если п не делится на 3, то п2 дает в остатке 1 при

делении на 3. Действительно, {}к ±l)2 = з(ЗА2 ±2к)+\.
Если z, t одновременно не делятся на 3, то z2 л-i1 при делении

на 3 дает в остатке 0 + 1 = 1, или 1 + 0 = 1, или 1 + 1 = 2, Что

противоречит (1), ибо z2 +/2 делится на 3.

Итак, числа z, t делятся на 3, т.е. z = Ъс, t = 3d9 тогда

3(x2+/)=(3c)2+(3rf)2, x2+y2=3(c2+d2) . Аналогично х,у

делятся на 3, т.е. х = 3а, у = ЗЬ, где яДс, deN, тогда

(За)2 +(36)2 =з(с2 +^2), З(а2 +62)=с2 +^2.

Итак, (a,b,c,d) удовлетворяет (1), причем х = 3а>а, что

противоречит определению х. Итак, исходная система

неразрешима.

2) 1-й способ.

Предположим, исходная система имеет решение в натуральных

числах, тогда можно считать, что (х,^) = 1, так как в случае

(х,у)= d > 1, мы разделим обе части равенств на ?.
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Итак, (x,jy)=l, значит одно из чисел х,у является нечетным.

Предположим, х,у нечетные числа, тогда

z2 = х2+5у2 =(8w+l)+5(8w + l)=8(/w + 5«)+6? т.е. z2 при делении

на 8 дает в остатке 6, что невозможно (см. № 26 (J-й способ)).
Итак, х, у различной четности.

Пусть для определенности х нечетно, у четно. Если у делится на

4, то t2 = 5х2 + у2 = 5(8л? +1)+(4л)2 = s(5m + 2w2 )+ 5, что

невозможно. Если у делится на 4, то

z2 =х2 +5у2 = (8ю + 1)+5(4/7 + 2)2 = 8(т + 10л2 -И0л + 2)+5 , что

невозможно.

Итак, исходная система неразрешима.

2-й способ.

Сложив уравнения системы, получим 6\х2 + у2)= z2 +12. (2)

Выберем решения уравнения (2) с наименьшим возможным

значением х.

2 2
Из (2) заключаем, 3 делит z +1

, значит z, / делятся на 3 (см.
№ 26 (2-й способ)), т.е. z = За, Г = 3d, тогда 2(х2 +у2)= з(с2 + rf2),
значит x^ + jy2 делится на 3, тогда х,у делятся на 3, т.е. х = 3а,

у = ЪЪ, где а, Ь, с, d e N, следовательно, б(я2 + ?2)= с2 + d2.

Итак, (а, Ъ, с, d) удовлетворяет (2), причем х = За > а, что

противоречит определению х.

Итак, исходная система неразрешима.

27. 1) Имеем (x-j/X^ + jO^^i*7 , причем х-у<х+у,

[х - >> = 1 Гх = 4
значит { <=>«{.

[х + ;у
= 7 [>> = 3

Ответ: {(4,3)}.
2) Имеем (х-2^Дг2 + 2xy-f4j;2)=19 = 119, причем

Г*-2>; = 1
{
1х2+2х)>+4д>2=19

•2у<х<х2 + 2ху+4у2, значит
,

{(2j> +1)2 + 2^(2^ +1)+4/ = 19
°

[у = \;у = -1,5'
ПрИЧеМ ^ ^ ^'

значит д>
= 1, x = 3 .

Ответ: {(ЗД)}.
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3) Лемма: если т>2, х>0,то (x + lf -хт >\+тх.

Доказательство.

Рассмотрим функцию f(x) - (l + х)" -хт -1 - тх. f'(x) =
= тЩ+х)Г~1 -1-хш~')>0, значит f(x) возрастает на интервале

[0,+оо), следовательно, /(х)^ f(o)~Q. Лемма доказана.

Из условия заключаем, х > у, значит х > у +1, тогда

5 = хт -ут >0> + l)" -у" >l + myZl+2y, т.е. 5Zl+2y, значит

у
= 1 или у = 2.

Если у = 1, то хт = 5, что невозможно, ибо т ? 2. Если у = 2,

то 5>1 + ;яу = 1+2от, т.е. 5>1 + 2/я, значит т = 2. Имеем

х2-22=5, х = 3.

Ответ: {(дг,^^)=(з,2,2)}.
28. Имеем

х6 -(х4 -^ =1999<=> (х3 ~(х4 -у)\х3 +(х4-у))=1999<=>
x3-(x4-v)=l;1999;-l;-1999 fx3 =1000;1000;-1000;-1000

х3 + (х4 - у)= 1999;1;-1999;-1 |х4 - у = 999;- 999;- 999,999

(x,7)={(lO,900l)(lO,10999)(-10,l0999^(-10,9001)}.
Ответ: {(l 0,9001\(\ 0,10999),(-1ОД0999),(-10,9001)}.
29. Пусть х5=а, у4 =6, тогда а2 +5а-Ь2 -46 = 1<=>

4а2 + 20а - fab2 + 16б)= 4 <=> ((2а + 5f - 2s)- ((26 + 4f - 1б)= 4 о
(2а + 5)2-(26+4)2=13о (2a + 26 + 9X2a-26 + l)=Do
f2a+26+9 = l;-l;13;-13 fa = l;l;-6;-6 5 , „
< <=> <, , причем а = x , о = v ,

|2а-26+1 = 13,-13Д;-1 |6 = l;-5;l;-5

где x,.y e Z, значит x5 = 1, У* = 1, т.е. x = 1, у = ±1.

Ответ: {(l,±l)}.
30. 1) л4 +4 = (я4 + 4я2 +4)-4n2 =(я2 +2^ -(2nf =

= (n2 -2n + 2)(n2 +2n+2).
2) Если п = 2т, то w4+4ИА4 =1б(т4+16m"'jt4). Если

я = 2m +1, то я4 + 4" yfc4 = «4 + 4(2"* A)4 = (и4 + 4и2 (2m A:)2+
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+ 4^.mkf)-4n2(2mkf = (n2+22m+,k2)-(2m+xnkf = (n2 -2m+lnk +

+ 22m+ik2) (n2 +2m+lnk + 22m+ik2), причем п2 +2m+lnk + 22m+lk2 >

>n2 -2m+lnk + 22m+,k2 = (n-2mkf +22mk2>\.

31. Пусть ^2 + л/з =х, тогда fc-fi = J—1-==-,
V2 + V3 x

значит

: +— = л/^о х2-л/бх+ 1 = 0, х =

(2 + л/з^ =
- л/б±л/2

-.тогда (г+л/зр =

4e±Ji
2

-, следовательно,

\*

,значит

—
= ±1 о я = ±2, однако neN, следовательно, я =-2.

я

Ответ: {2}.
32. Тдк как x + y + z делится на х, то y + z делится на х, т.е.

y + z = ax9 где aeN. Аналогично z + * = fey, x + y = cz, где

b,ceN .

Гх = fey - z

(fey-z)+j; = cz О

[y + z = a(by-z)
ab-\ a +1

Имеем

x = fey - z

(b + \)y = (c + l)z
{(ab-\)y = (a + \)z

(1)

¦o afec = a + fe + c + 2. (2)
fe + 1 c + 1

Пусть для определенности a<b<c. Если с = 1, тогда 1 > fe > а ,

значит а = Ъ = 1, что противоречит (2).
Если fe = 1, то 1 > а

,
значит а = 1, тогда из (2) с - с + 4

, что

невозможно. Итак, fe > 2, с > 2 . Из (2) имеем а =-
, значит

fec-1

fe + c + 2>fec-lo (fe~lX^-l)^4, следовательно,

(fe,c) = {(2^(23),(2,4),(2,5),(33)}5
b+c+2

w
_

ибо fe>c, причем а = eN. Если fe = c = 2, тогда
fec-1

/i4 \x = 2y-z
a = 2, следовательно, из (1) < <=> x = >; = z, т.е.

|3.y = 3z

jc:^:z = 1:1:1.
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Если 6 = 2, с = 3 или 6 = 2, с = 4, то а неявляется целым.

fx = 2 v ~ z
Если 6 = 2, с = 5, то а = 1, значит из (1) ^ <?>

[3;; = 6z

fx = 3z
{ , т.е. х: у: z = 3:2:1.

[>; = 2z

«i , „ч f* = 3j>-z fx = 2z
Если 6 = c = 3, то я = 1, значит из (1) < <=> <

Ь = * [y = z

т.е. x:j>:z
= 2:l:l.

Ответ:

{x:>;:z} = {1:1:1,3:2:1,3:1:2,1:3:2,1:2:3,2:1:3,2:3:1,

2:1:1,1:2:1,1:1:2}.
33. Очевидно, xyz Ф О.

Имеем х2у2 +y2z2 +z2x = 3xyz, значит xyz>0. Так как для

любых положительных чисел т, и, к справедливо неравенство

т + п + к>3\/тпк (см. № 11), значит х2у2 +y2z2 +z2x2 >

> i\\x2y2\y2z2\z2x2) = 3(xyz)l, следовательно, 3xyz > 3(xyz)l о

3xyz^[x~yz -lj< 0 , причем xyz > 0 , значит ^/xyz -1 < 0 <t> xyz < 1,

тогда xyz = 1, следовательно, х = ±1, у = ±1, z = ±1. Таким

образом, находим решения

(х, у, z)= {(1,1, \\ (1, -1, -l)l (-1,1, -1} (-1, -1,1)}.
Ответ: {(l, 1, l), (l, -1, -\\ (-1,1, -l)> (-1, -1, l)}.

\ап л-b-mk
34. 1) Предположим, дробь сократима, тогда < , где

\сп + d = ml

m,k,leZ, причем /w?*+l. Имеем \ = ad-bc = a(ml-cn)-
- (тк - ап)с = m(al - Ас), значит т делит 1, что невозможно.

2) Заметим, (а2 + Ъ2 \с2 + а12 )= (ad - bcf + (ас + bdf , тогда

(а2 + б2 дс2 + d2)= 1 + (ас + 6а1)2, значит всякий делитель чисел

ac + bd, a2+b2 делит 1, следовательно, исходная дробь
несократима.

35. 1)Имеем (х3 -Зх + 2)+(у3 -Зу + 2)= О»
(х~1)2(х + 2)+(у-1)2(>; + 2) = 0. (1)
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Если х > 1 или у > 1, то (1) не выполняется, значит х = у = 1.

Ответ: {(l,l)}.
2) Имеем (х + ^дх2 -xy + jy2)+4 = з(х + у), значит x + jy делит

4, тогда х + у
= ±\;±2;±4, причем (x + j;)3 -3xy(x + jy)+4 = 3(x + j;),

(х + ;;)3+4~3(х + з;) „ч
значит ху

= ¦*—^ > —е—". (2)
3{х + у)

2
Если х+>> = 1, то ху

=
—, что невозможно.

Если х + у = -\, то ху
= -2, значит х = -2, у = \ или х = 1,

Если x + jy
= 2,Taxy = l, значит x = j> = 1 .

Если х + jy
= -2, то ху

=
—, что невозможно.

Если х + >>
= 4,то ху = —, что невозможно.

Если х + jy
= -4, то ху

= 4, значит х = у = -2.

Ответ: {(l, l) (-2, l) (l, -2) (-2, -2)}.
36. Очевидно, т = ±Vl999 не удовлетворяет условию.

Пусть m*±Vl999.

Предположим, aw = х, аи + л/1999 = >», где x^eZ, тогда

L_VI^) *
-,о ,-Vl999-i?!&xo^ ^

/ y-^fi999 у2-1999

у—=—^- х = лД999| 1+—z . Если коэффициент при
у2-1999 ( / -1999J
не равен 0, то Vl999 является рациональным числом, что

1 ?
невозможно, значит 1 +— = 0 о у = 1998 , что

/-1999
невозможно, ибо у е Z.

37. Предположим, ? является целым.

Очевидно, существует натуральное число т такое, что

2т < п < 2m+l.
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Пусть р -

произведение всех нечетных чисел, не превосходящих

п, тогда рассмотрим N = 2m~lpS. Если 2т <n<2m+l, то среди

чисел, не превосходящих п, только одно делится на 2ту а именно 2т.

Действительно, пусть к = 2т1, где / > 1, тогда к > 2 • 2W = 2OT+1, что

невозможно, так как 2w+l >п> к. Если л = 2т, то среди чисел,

меньших л, ни одно не делится на 2м.

m_, 2'"~l p 2m~l p
Итак, среди чисел 2 р9 —, ...,

—

ровно одно не

2 п

Р Р / ч

является целым, а именно,
—
=
— (так как г? нечетное число),

2W 2

2W"~1 л
значит N = 2w'4/aS' = 2m~1/?~K..+ — также не является целым,

следовательно, ? не является целым, чтаи требовалось доказать.

38. Очевидно, xyz Ф О. Имеем х + у + z = xyz .

Пусть для определенности 0 < |х| < [>>| < |z|, тогда

\xyz\ = |х + у + z| < |х|+1^| + |z| < 3|z|, значит ]ху| < 3, т.е.

ху
= ±1;±2;±3, тогда х = ±1;±2;±3. Аналогично jy = ±l;±2;±3 и

z = ±1;± 2;± 3. Таким образом, получаем следующие решения:

{(±l;±2,±3),^l;±3,±2K±2^U3K±2^3^lK±3;±l,±2K±3;±2,±l)}.
Ответ:

{(±l;±2,±3),(±l;±2,±3),(±2;±l,±3K±2;±3,±lK±3;±l,±2),(±3;±2,±l)}.
39. 1) Пусть для определенности x>y>z, тогда

1113
1=-+- + -<-,т.е. z<3.

х у z z

Если z = 1, то — +— = 0 , что невозможно.

х у

с о
] 1 ]

^ 1112
Если z = 2 , то

— +— =
—

, причем х> jy, значит —=—+—<—,
х у 2 2 х у у

т.е. у
< 4. Очевидно, jy * 2.

Если у = 3, то z = 6; если jy
= 4, то z = 4.

с
.112

^
2 112

Если z = 3, то —+•— = — , причем х>у, значит — = —+•—<—
,

х у 3 3 х у у

т.е. у < 3, причем у > z > 3, значит у
= 3, z = 3.
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Итак, при x>y>z имеем следующие решения:

{(2,4,4(333)1(2,3,6)}.
Ответ:

{(2,4,4(4,2,4)^
2) 1-й способ.
Если п = 3 , то, например, хх

= 2, х2 >= 3, х3 = 6.

Пусть для некоторого п набор чисел (xl5...,хп) является

искомым, тогда набор чисел (f,,..., Гя+1) такой, что ^ = 2, /2 = 2х,,

f3 =2х2,..., tn+l =2xn удовлетворяет условию -—+...+ =1.

2-й способ.

Если п = 3 , тог например, Xj
= 2, х2 = 3, х3 = 6 .

Пусть для некоторого п набор чисел (xl9...,хЛ) является

искомым, причем х„ четно, тогда набор чисел (tl9..., /w+1) такой, что

- ~ _ *„(*„ +2)

удовлетворяет условию —+...+ = 1, причем tx <...</Л+1.

3) Заметим, что набор чисел х{ =... = хп = л удовлетворяет

исходному уравнению. Покажем, что уравнение
— + ...+— = г

*i **

имеет конечное число решений в натуральных числах, где reQ.

При п = 1 очевидно. Пусть данное утверждение справедливо для

п и докажем для (п +1).
1 *

Пусть —+ ...+ = г.

Пусть для определенности д^ >... > *Л+1, тогда

1 1 я + 1 л + 1
г = — +... + <

, хп+1 <
, т.е. хп+1 принимает конечное

Х\ хп+\ Хп+1 г

число значений, причем, согласно предположению, для каждого x„+i

111
уравнение —+...+— = г имеет конечное число решении, а

х\ хп Хп+\

значит в совокупности число решений будет конечно.

40. 1)Очевидно,что х> 1, у>1, z>\, t>l.
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Пусть для определенности x>y>z>t, тогда

1 = —=- + —тг + -^- + ^г-<—, значит t2<4, т.е. f<2, причем 7>1,
х2 дг zL г Г

следовательно, / = 2.

1 1 13 3

х2 / z1 4 z

z2 < 4, причем z > 1, следовательно, z = 2 .

1112
Имеем —+—г- = —<

— (так как х>у\ значит ул<4, т.е

Имеем —+—+—=

~~-~Т (так как *^J>^Z)> значит

jy
< 2, следовательно, у = 2, тогда х = 2 .

Ответ: {(2,2,2,2)}.
2) Пусть для определенности х{ <х2 <...<xv, тогда х, >2,

х2>3, ..., xs>s + \, следовательно, —j"1"***"1"—Т-~Г*"' +
Х- ^

1 !
-

*

с,2

3) Если п = 2, то —- =
—-+ -

.

1 11 1 (л lWi \\

(s + l)2 Ь2 2-3 s{s + \) \ 2) \2 3J

+ =1 < 1, что противоречит условию.
^ s + \) s + \

122 152 202

Пусть л>2, —2"==~T + -"f"—f> xo <xi < — <x„9 пусть
X0 Xj Xn

y0 = 12x0, yx = 15x0, y2 = 20XJ, ..., >>w+1 = 20xw , тогда

111
*

—7
=
—T+ ...+

г> причем >;о<>;1<-<3;«+п иб<>
Л У\ У»+1

у0 = 12х0 < 15х0 = ух < 20х0 < 20х, = у2 < 20х2 = у3 <... < уп+1. Что

и требовалось доказать.

4) Если п = 1, то х, = 1. Если п > 2, то х,
> 2; / = 1,...,я .

Если я = 2, то — +—< — + — <1.

х,2 х2 4 4

Если я = 3,то —г + —Г- + —г-< —<1.

Х1 Х2 Х3 4

Если п = 4, то Xi =± х2 = х3 = х4 = 2.
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Рассмотрим п = 5 .

Пусть для определенности х{ <... ^ х5.

Если х, >3, то х, >3, где / = 1,...,5 , тогда —5" + ... + —г-< —<1,
Xi х5 9

1 1 3
Л

значит ^=2, тогда —г+—+—2" =—
- Аналогично х2=2, тогда

х2 х5
4

1 1 1
А

111
—г- +... + —г-= - .Аналогично —-+ —г- = -~.

х32 х2 2 х42 х52 4

Аналогично х4 = 2 -, тогда —="= 0 >
что невозможно.

Если и = 6, то, например, х{ = х2 = х3 = 2 , х4
=

х5
= 3, х6 = 6.

Если и = 7, то, например, Xi - х2
=

х3
= 2, х4 = x5 = х6 = х7 = 4.

Если л = 8, то, например, xi =х2
=

х3
= 2, х4=х5=3, х6=7,

х7 =14, х8 =21.

Пусть —+... +—= 1, тогда —+...+ -
= 1, где х^^, ...,

'l 'л Х1 */?+3

*и-1 = *w-l J *и = *и+1 = Хп+2 = *и+3 ""* ^п •

Таким образом, если исходное уравнение разрешимо для п, то

оно разрешимо для (я + З), и так как для я = 6;7;8 уравнение

разрешимо, то оно разрешимо для любого п > 6 .

Ответ: {п :п = 1;л = 4;я > б}.
41. Пусть d делит х +1, х +1, тогда х + 1 = */а,

/ \2W~W

х + 1 = <яй>, afieN, значит da = x +1= х +1 =

= (db-l)2 +1 = {dc +l)+1 = dc + 2, где ceN , следовательно,

d(a-c)=2, т.е. <tf = l или <i = 2, значит <i*1999, что и

требовалось доказать.

42. Если х>2, у>2, z>2, то х, у, z нечетные числа, тогда

х + у + z нечетное число, что противоречит условию.

„ ^ [х + >>
= 2(л-1)

Пусть для определенности z = 2, тогда
J

: 2[m - х - j>)
Так как произведение простых чисел х, у четно, то х = 2 или

[ху = :
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у
= 2. Пусть для определенности у

= 2, тогда х = 2(я - 2) - четное

число, значит х = 2 , ибо хпростое.

Итакг х - у = z = 2, значит aw = 3, л = 6.

Ответ: {х = ^ = z = 2, го = 3, п = б}.
43. 1) Заметим, что каждое из чисел /?, # отлично от каждого из

чисел г, 5, /.Действительно, если, например, р = г , то #2 = s2 + t2 .

Согласно № 26 (1-й способ), квадрат нечетного числа при делении

на 4 и на 8 дает в остатке 1.

Если s, t нечетные числа, то s2 +t2 = (4« + l)+(4ro + l), тогда

q2 = 4(я + го)+2 делится на 2, но не делится на 4, что невозможно.

Если s=t=2, то <?2=8, что невозможно» Итак, числа sr t

различной четности. Пусть для определенности t нечетно, s четно,

т.е. 5 = 2, тогда q2-t2=4<z> (2a + l)2 -(26 + l)2 =4о
а(а +1)- b(b +1) = 1, что невозможно, ибо а(а +1), b(b +1) четны.

Итак, числа р, q отличны от чисел r9s,t. Если /?, #, г, s, f

нечетные числа, то левая и правая части исходного уравнения

имеют различную четность, что невозможно, значит одно из чисел

/?, q, r, s, t является четным, т.е. равно 2.

Если р = 29 # = 2, тогда г2 +s2 +t2 =8, что невозможно. Если

/? = 2, q нечетно, тогда г, $, t отличны от р
= 2, т.е.

г, s, t нечетные числа, значит p2+q2 при делении на 4 дает в

остатке 1, г2 +s2 +t2 дает в остатке 3, что невозможно.

Если г = 2, тогда/?, q нечетные числа, значит p2+q2 при

делении на 8 дает в остатке 2, тогда 4+s2+f2=8/+2,
s2 +t2 = 8(/-l)+6, однако s2 +t2 при делении на 8 дает в остатке

4 + 0 или 4 + 1 или 1 + 1 или 1 + 0 или 0 + 0 или 4 + 4, но не 6.

Получено противоречие.
Итак, исходное уравнение неразрешимо.

Ответ: {0}.
2) 1-й способ.

Имеем q3 =(r2 -р\г2 +р), причем р, q, r простые,

? <> [г2-ю = 1 \г2-р = а
г -р<г2 + /?,значит ^ (1)или<! (2)

[г2 +p = q3 [r2+P = q2
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Из (1) находим 2р = q3 - 1.

Если q = 2, то 2р = 7, что невозможно, значит # > 2, тогда q

нечетное число, т.е. q
= 2я +1, следовательно, 2/? = (2я +1)3 -1 о

р = п\4п2 + вп + 3], отсюда л = 1, ибо р простое, т.е. р
= 13 , тогда

q3 = 27, # = 3, г4 = 132 +33 = 196 , что невозможно.

Из (2) находим 2р = q(q - l). Если q = 2, то р
= 1, что

невозможно, значит q>2, q = 2п + 1, тогда /7 = п{2п +1), отсюда

п = 1, ибо/7 простое, т.е. /7
= 2я +1 = 3, q2 -q = 6, следовательно,

# = 3, тогда г4=32+33, что невозможно.

Итак, исходное уравнение неразрешимо.

2-й способ.

Пусть/?, г различной четности.

Имеем q3 = {г2 - ^Дг2 + р). (3)

Предположим, существует простое число s, которое делит числа

г2 + р, г2 -

р . Очевидно, s * 2, так как г2 ±р нечетны.

Тогда s делит (г2 + /?)±(г2 -/?), т.е. s делит 2г2, 2/?, значит .у

делит г2, /?, т.е. s = г, s = р, тогда г = р, следовательно,

#3 =(г2 — гДг2 +r)=r2(r2 -l). Так как г2, г2 -1 взаимно просты,

то г2, г2-1 являются полными кубами некоторых натуральных

чисел, однако квадрат простого числа г не является кубом.

Итак, числа г2±р взаимно просты, следовательно, из (3)

fr2-Z7 = l
< , что невозможно (см. 1-й способ).
[r2+p = q3

Пусть/7, г одинаковой четности, тогда из (3) q3 является четным,

значит q
= 2, тогда (г2 - /7дг2 + р]= 8, причем г2 ±р четные

1 1 \г2-р = 2 2

числа, г -р<г +р, следовательно, < => г =3, что

|r2+Jp=4
невозможно.

Итак, исходное уравнение неразрешимо.

44. Лемма: если простое р (р>2) делит х2 -

а, причем а, /7

?zi

взаимно просты, тогдар делит а 2 -1.
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Доказательство.

Предположим, р делит х9 тогда р делит х2 -\х2 -а)-а, что

противоречит условию леммы. Итак, (/?, jc)=1, значит, согласно

теореме 4.1.,/? делит хр~х -1. Так как /? > 2, то /? нечетно. Так как

р делит *2-я, то р делит (х2/2 -я
2 =(x/7l-lj+ a

2 -1

v

?±

следовательно, р делит а 2 -1. Лемма доказана.

1) Предположим, уравнение разрешимо.

Так как 7 делит х2 -10, то, согласно лемме, 7 делит 103 — 1, что

невозможно.

Таким образом, исходное уравнение неразрешимо.

2) Предположим, исходное уравнение разрешимо, тогда имеем

(5х) -35 = 55jy, значит 11 делит z2-35, где z = 5x, тогда,

согласно лемме, 355 -1 делится на 11, что невозможно.

Таким образом, исходное уравнение неразрешимо.

3) Заметим, что условие леммы выполнено, а именно 155-1
делится на И.

Если х = 1 \к, то 1 lfl \кг - у) = 15, что невозможно, так как 15

не делится на 11.

Если х = 11А±1, то И(ПА2 ±2к-у\ = \49 что невозможно.

Аналогично проверяем х = 1 lfc± 3 , Ilk±4, 11А±5 . Если

jc = 11A ±2, тогда находим у = 11к2 + 4?-1.

Ответ: {(llJfc±2,ll?2 ±4?-l):?ez}.
45. 1) Заметим, что если х2 + у2 делится на 3, то х, у делится на

3 (см. № 26 (2-й способ)).

Имеем х2 +у2 =3(1 + у2), значит х2 + у2 делится на 3, тогда

х = 3а, у = ЗЬ, где a,beZ, тогда (Зя)2 -2(ЗЬ)2 = 3 о

За2 - 662 =
—, что невозможно.

3

Ответ: {0}.
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2) Если х делится на 7, тогда, согласно условию, у делится на 7,

т.е. х = 1а , у-lb, где a,b eZ, тогда 14а2 - 3562 = —, что

невозможно.

Итак, у не делится на 7; аналогично х не делится на 7. Заметим,
что если п не делится на 7, то п2 при делении на 7 дает остатки 1, 2,

4, значит 2х2 дает в остатке 2, 4, 1, а число 5у2 дает в остатке 5, 3,

6, следовательно, 2х2-5у2 не делится на 7, что противоречит

условию.
Ответ: {0}.

3) Имеем 5х2 + вх +15 = (у + 2)2 о 25х2 + 30* + 75 =

= 5(у + 2)2 о (5х + 3)2 +66 = 5(у + 2)2 <=> 5z2 -f2 =66, где

z = y+~2, t = 5x+3.

Имеем z2 + t2 =3\2z2 -22), следовательно, z2 +t2 делится на

3, тогда z, t делятся на 3, т.е. z = За, t = ЗЬ, где a,beZ, значит

22
5a2 - b2 =

—, что невозможно.

3

Ответ: {0}.
46. Если п не делится на 11, то согласно теореме 4.1.,

заключаем, что я10-1 делится на 11. Итак, остаток при делении

я10 на 11 равен либо 0, либо 1.

Имеем х10=11т + а, /°=llw + Z>, z10=lU + c, где

m,n9keZ, а числа а, Ь, с принимают значение 0 или 1. Имеем

ll(m + «~*)+a + fe~c = 1999 = 181.11 + 8<=>

ll(m + H-A:-18l)=8-a-6 + c, что невозможно, ибо

6<8-а-6 + с<9, следовательно, 8-а-6 + с не делится на И.

Ответ: {0}.
47. Имеем (2х +1)2 + {ly +1)2 + (2z +1)2 = 7. Приведем числа

2x + l, 2jy + l, 2z + l к общему знаменателю, получим 2х + 1= —,
d

2j; + l = —, 2z + l = —, где a,b,c9d eZ(d*6)9 тогда
d d

a2 +b2 +c2 -Id2. Пусть (a,b,c, <i) = .s, тогда a = ms, b = ns ,
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c-ks , d = &r, где (го, л, A, /) = 1, причем го2 + n2 + ?2 = 7/2 . (1)

Так как (го, п, к, /)=1, то хотя бы одно из чисел го, я, Л, /

является нечетным, причем т2+п2+к2+12 =$12 делится на 8,
значит среди чисел го, п, к, I ровно два нечетны, ровно два четны

либо го, я, к, I нечетны.

Если го, я, ?, / нечетны, тогда т2, п2,к2,12 при делении на 8

дает в остатке 1 (см. № 26 (1-й способ)), тогда т2 + п2 +к2 +/2 при
делении на 8 дает в остатке 4, что противоречит (1).

Пусть, например, го, п нечетные, к, I четные, тогда

т2 + п2 + ?2 = 7/2 о (2м +1)2 + (2v +1)2 + (2w)2 = 7(2/)2 <=>

w2 + и + v2 + v + w2 - 7/2 +1 =
—, что невозможно.

2

Ответ: {0}.

48. Имеем (х2 + у2 + 2ху + 2х + 2j; +1)+1 =* 2 • 999;; <=>

(x + y + l)2 + l = 2-999j>, следовательно, z2+l делится на 3, где

z = x + y + l.

Если z = ЗЛ, то z2 +1 = 9к2 +1 не делится на 3.

Если z = Ък ± 1, то z2 +1 = з(зА2 ± 2к)+ 2 не делится на 3.

Получено противоречие.
Ответ: {0}.
49. 1-й способ.

Имеем 2\{yz + \)=\6{xyz + x + z)o V*yz s; z
_
—^

>>z + l 16

* i 5 1.1 1 о
х + = 1+—<=> jc + г = 1 + г> значит х = 1, >> = 3,

¦* 5
z = 5.

,11 nil
Действительно, х-1= -, причем 0< Г<1>

3 + - >> +
- 3 + -

5 z 5

О < - < 1, значит -1 < — < 1, т.е. -1 < х -1 < 1, тогда

у +
- 3 + - у +

-

z 5 z

1 Л 1 I
о

I oil
х-1 = 0,т.е. х = l, следовательно, у +

—
= 3 + —<=> >»

— 3 == .

z S 5 z
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Аналогично -1< <1, значит -1<у-3<1, тогда у-3 = 0,
5 z

у
= 3 , следовательно, z = 5 .

Ответ: {(1,3,5)}.
2-й способ.

Имеем >;z(l6x-2l) = 21-16(x + z). (1)

Если х > 2, то правая часть (1) является отрицательной, а левая

- положительной, что невозможно. Итак, х = 1, тогда

z(5y -1 б) = -5 . Если у > 4, то z(5y -1 б) > 0 , что невозможно.

Итак, у<Ъ.

Если у = 1, то z = —; если у = 2, то z = —; если у = 3 , то

11 6

z = 5.

Ответ: {(l,3,5)}.
50. 1-й способ.

Имеем { => (х2 + vf = у1 + х + 2о

jz2=/ +x + 2
V ;

дфс3 + 2ху ~l)= 2, значит* делит 2, т.е. jc = ±1; ±2 .

Если х = 1,то у = 1, z = x2 +у = 2;

если л: = -1, то >>
= 0, г = 1;

если л: = -2, то у
= -2, z = 2;

3
если л: = 2 , то у

=
—, что невозможно.

Ответ: {(l, 1, г\ (-1,0, \\ (-2, -2,2)}.
2-й способ.

[z-y = x2
Имеем \ . Очевидно, z ф у.

[z2 -у2 = х + 2

z2-y2 х + 2 2
Имеем z + у = *— =

——, т.е. х делит х + 2 или х = -2,—

, i.e. Г2
z-y х

значит \х + 2\ > х2 или х = -2

|х + 2|>х2<=> (х + 2)2-х4<0о (х2+х + 2)(х2~х~2)<0,
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причем х2+х + 2=х+— +__>о, следовательно,

х2-х-2<0<=> (х-2Х* + 1)<0<=> -1 <jc<2 .

Итак, х = ±1;±2. Далее аналогично предыдущему способу
находим все решения системы.

51. 1-й способ.

Заметим, что (х + у + z)3 - [х3 + у3 + z3) = 3(* + у)(у + z\z +jc) ,

тогда, согласно условию, имеем {x + y\y + z\z + x) = %, причем

(x + y)+(y + z)+(z + x) = 2(x + y + z)=6.
Таким образом числа х + у, y + z, z + x либо все четные, либо

ровно одно из них четное, значит

х + у
= 2:

y + z = 2:

z + x = 2;

8;-1;-1

-1;8;-1,

-1,-1,8

следовательно, (х, у, z) = {(l 1, \\ (4, 4, - 5), (4, - 5,4), (- 5, 4,4)}
2-й способ.

Имеем

2 2 *3+J>3 3-z3 (27-z3)-24 Л „ 2
24

-ХУ + У = — = = Л L = 9 + 3z + z -д:

x + j; 3~z 3-z 3-r'

значит 3-z делит 24.

Заметим, З-z не делится на 3.

Действительно, предположим 3-z = 3aw, где wgZ, тогда

z = 3(l - т) = Ъп, где я е Z.

Имеем х3 +у3 = 3-z3 = 3(l-9/*2) делится на 3, но не делится

на 9, что невозможно, ибо

х3 +/ =(х + у)3 -3xy(x+y) = (3-zf -3*y(3-z) = (3m)3 -Зху{3т)
делится на 9. Получено противоречие. Итак, З-z не делится «а 3,
однако З-z делит 3-8 = 24, значит З-z делит 8, т.е.

3-z = ±l;±2;±4;±8, следовательно, z = 4; 5; 7; 11; 2; ft -1; -5.

Аналогично х, у-4; 5; 7; 11;2;1;-1;-5 , тогда с учетом условия

получаем следующие решения: {(l, 1, l), (4, - 5,4), (- 5,4,4\
(4,4,-5)}.

Ответ: {(l, 1, l\ (4, -5,4^ (-5,4,4), (4, 4, -5)}.
52. 1-й способ.
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Если х = 0, тогда zt ¦= О, значит z = 0 или г = О, следовательно,

6>>2=2f2 или 6>>2=2z2 соответственно, т.е. t = ±^2y или

тогда получаем >>
= 0 (иначе V2 или V3 является

рациональным числом, что невозможно), значит

2z2 + 3t2 = х2 + 6у2 = 0, следовательно, z = t = 0 . Аналогично

рассматривая у = 0 или z = 0 или / = 0, получим х = у
= z = t = 0.

Пусть xyzt ф О . Так как х делит zt, то х = ab, где а делит /, 6 делит

zf
z, т.е. t = ac, z-bd, значит д/

= — = erf. Имеем
х

(я&)2 + 6(crf)2 = 2(bdf + 3(ас)2 о (б2 - Зс2 \а2 - 2rf2) = 0, где

a9b,c,deZ, следовательно, Ъ1 = Зс2 или а2 = 2d1, т.е. b = ±V3c

или tf = ±V2rf, тогда с = 0 или rf = 0, что противоречит

предположению.

Итак, x = j> = z = / = 0.

2-й способ.

Аналогично предыдущему способу можно считать, что xyzt Ф О.

Выберем решения с наименьшим значением величины |х|.
Имеем х2 + z2 = 3\f2 -2у2 +z2J, значит х2 + z2 делится на 3,

следовательно, х, z делятся на 3 (см. № 26.1 (2-й способ)), т.е.

\t2+6c2=3az+2y2
х = 3а, z = 3c, где a,ceZ, тогда { , значит

/2 + >>2 = 3(а2 + у2 - 2с2) делится на 3, следовательно, у = 36,

a2+6fe2=2c2+3rf2
f = 3rf, где b,deZ ,тогда

[я6 = erf

Таким образом, набор (a,b,c,d) удовлетворяет исходной

системе, причем |х| = |3я| > \а\, что противоречит определению |х|.
Ответ: {(О, О, О, О)}.
53. 1-й способ.

Согласно условию, имеем (х + y\z +1) = xyzt о

Г1 Of1 0 i
* ! ! ]

1 т
—+— —+- =1о —+—+—+—= 1. Так как х<у,
ух у)\z t) xz yt xt yz
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х < z < t, то xz < xt, xz < yz
< yt. Пусть zx = a, xt = b, yz = с,

yt
= d, тогда — + — +— +— = 1, причем a<6, a<c<d, тогда

a 6 с <i

1 = —+—+—+ --< —
,
значит a<4<?> zx<4=> *2<xz<4,T.e.

a 6 с d a

x<2.

\y + \ = Zt / v \
Если x = l, то < => z/ = z + f + lo (z-lXf-l)=2,

[^ = z + /

fz-l = l
причем z-l<t-\, значит < <=> z = 2, / = 3 ; j; =z+/=5 .

[y + 2 = zf z ч
Если х = 2, то i => 2(z/-2)=z + /o

[2;y = z + f
v '

(2z - lX2^ -1) = 9, причем 2z -1 < 2t -1, следовательно, \

Го i—i

или J <=> (z, /) = {(l, 5), (2,2)}, однако x < z, значит пара

(l, 5) не удовлетворяет условию.

Итак, z = / = 2, >> = zf-2 = 2.

Ответ: {(2,2,2,2^(1,5,2,3)}.
2-й способ.

Согласно условию, имеем xy + zt = x + y + z + to>

(xy-x-y + \)+(zt-z-t + l) = 2o
(,-l)(y-l)+(r-lXr-l) = 2f (1)

и так как х<у, x<z<t, то из (1) получаем

(^-l)2+(^-l)2<2o |x-l|<lo 0<x<2, причем xeN,

значит х = 1 или х = 2 .

Далее аналогично 1-му способу.

3-й способ.

Предположим, х > 3, тогда z > х > 3, t>z>x>3,

следовательно, z = с + 2, t = d + 2, где c9d e N.

Имеем zf = (c + 2X^ + 2)=c<i + 2c + 2rf + 4>c + <i + 7 = z + / + 3.

Аналогично из *>3, у >х>3 получим ху >х + jy + 3.
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Имеем zt>z + t + 3 = xy + 3>x + y + 6-zt + 6, что невозможно.

Итак, х < 3, т.е. х = 1 или х = 2 .

Далее аналогично 1-му способу.
Ответ: {(2,2,2,2\(l,5,2,3)}.

1999 / 1999 1999 \ 1999

54. 1) Имеем = -? — *-^ =

х + п х + п

1999

^1998 ^Х1997Л+ _xnmi + „1998 _ "_, ^^ СОГЛ8СНО
х + п

/999

Х + Я

/7

условию, является целым для любого целого х{хф-п),
1999

например х = Ъп|УУУ - я, тогда -
=

—, что невозможно,
х + п 3

следовательно, п-0.

Ответ: {о}.
2) Имеем а3 + Ь3 + с3 -3abc = (a + b + c\a2 + b2 + с2 -ab-bc~ac),

х3 + у3 +Ъпху \х3 + у3 -я3 -Зху(-я))+я3
тогда — = ^ - ——а =

х + у-п х + у-п

„з
= х2 + у2 +п2 + хп + уп-хул , тогда х + у-п делит п3

х + у
— п

для любых целых х, у (х + у^п), значит п = О.

Ответ: {о}.
55. Если х = 1, то у

= 2. Предположим, х>2. Имеем

f1 + * = 2"
а л,^ ^

. где a,beN, a + b = y, причем

[1 + х2=2*

2а =\ + х<\ + х2 =2А, значит а < Ь, тогда а+1<6.

Имеем 1 + (2" -l)* = 2* <=> 2a+l(2b-a'1 -2a~l +l)=2 , что

невозможно, так как левая часть равенства делится на 2а+1, значит

на 22 = 4, а правая часть не делится на 4.

Ответ: {(l,2)}.
56, 1) Пусть d = (x9 у), тогда x = da9 >> = *#>, где (я,б)=1.
Так как </2 делит 2",то </ = 2*,где k>0, keZ, (2&<л).
Имеем а2 + б2 = 2Л"2*, т.е. а2 + b2 = 2m. (1)

70



Предположим, т>2.
Так как (a, b) = 1, то а или Ъ является нечетным числом, из (1)

заключаем, что я, Ъ нечетны, тогда а2 + Ъ2 при делении на 4 дает в

остатке 2, однако 2т делится на 4, следовательно, получено

противоречие равенству (1).

Итак, /и<2, т.е. т = 1, тогда a2+b2=2, a = b = \, х = 2к9
у = 2к, х2+у2 =22*+1, 2? + L=«.

Ответ: если п = 2к, то {0};
если я = 2? + 1,то {(2*, 2*)}.
2) Пусть <i = (*,}>, z), тогда x = da, y*=db, z = dc, где

(а,Ь, с)=1.
Так как <i2 делит 2", то d = 2к , где А: е Z, ? >: 0.

Имеем а2+62+с2=2"-2*=2от,где т = п-2к, meN.

Так как a,b,ceN, то я2+62+с2>3, зйачит 2т>3, т.е.

т>2.

Так как (а, 6, с) = 1, то хотя бы одно из чисел я, Ь, с нечетно,

причем a2 +b2 +c2 =2m четно, значит среди чисел а, Ь, с рорно

два нечетных и одно четное. Имеем

(2r + l)2+(2s + l)2+(2/)2=2wc> I = 2w-2-r2-52-r-*--/2,4TO

невозможно.

Ответ: {0}.
3) Пусть d = (х,у, z, /), тогда x = da, y = db, z = dc, t = <& , где

(аДс,*)=1.
Так как d2 делит 2", то d = 2

, где к е Z, А: > 0.

Имеем а2 + Ъ2 + с2 + s2 = 2ОТ, где т = п-2к 9 meN .

Предположим, w > 3.

Так как (а, 6, с,я) = 1, тогда хотя бы одно из чисел a,b9c,s

является нечетным, причем а2 +Ъ2 + с2 +s2 = 2m делится на 8, так

как w>3, следовательно, либо a,b,c,s нечетные числа, либо

среди a,b,c,s ровно два четных числа и два нечетных. Если

а,Ь, с, s нечетные числа, тогда a1 +b2 +c2 +s2 при делении на 8

дает в остатке 4, а если среди а, Ь, с, s два четных и два нечетных,
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тогда (2/ + 1)2 +(2r + l)2 + (2/)2 +(2и)2 =2W о i = 2w"2 -/2 -/-

-r2-r-/2-i/2, что невозможно.

Итак, w < 3, т.е. w = 1 или w = 2, Однако

2Ш =a2 + 62 +c2 + s2 >1 + 1 + 1 + 1 = 4, т.е. w>2, значит w=2,

тогда a = 6 = c = .s = l, x = ^ = z = / = 2/r, x2+>>2+z2+/2 =22*+2,
2? + 2 = я.

Ответ: если п нечетно, то {0};
если л = 2? + 2, где keZ, k>0,тогда {(2*,2*,2*,2*)}.
57. Имеем (>> - l)(y +1) = 5z* , причем z простое, значит

\y-l = 5za iy-l = zb
< или < , где а, о целые неотрицательные

[y + \ = zb [y + l = 5z*

числа, а + 6 = х,тогда 5z"-z6 =±2. (1)

Если а = 0 , тогда 5 - zb = ±2 , значит z = 7, 6 = 1 или z = 3 ,

6 = 1,т.е. z = 7, х = я + 6 = 1, >> = 6 или z = 3, х = я + 6 = 1, у = 4.

Если 6 = 0, то 5z* -1 = ±2, что невозможно.

Пусть а > 1, 6 > 1, тогда из (1) z(5zflr~1 ~ zb~lJ = ±2, значит z = 2,

тогда 5-2в"1-2*"1 =±1. (2)

Если а>6, тогда из (2) 2*_1(5-2^ -l)=±l, значит 2Ь~1 =1,

5. 2а~ь -1 = ±1, что невозможно.

Если я<6,то 2°-1(5-2*-°)=±1,значит 2а"1=1, 5-2*"а=±1,

т.е. а = 1, 5 - 2Ь~1 = ±1, тогда 26"1 = 6 или 2Ь~Х = 4, следовательно,

6-1 = 2, 6 = 3, х=я+6=4, j>2=1 + 5-24=81, у = 9.

Ответ: {(l, 4,3>(l, 6,7), (4,9,2)}.
58. Заметим, что пара чисел (3, l) является решением. Пусть

х = 3 + я, >> = 1 + 6, где a,beQ. Если 6 = 0, то у
= \, х = ±3.

Пусть 6*0,тогда (а + З)2 -7(б + 1)2 =2о
а2 +6а-lb2 -146 = 0. (1)

am
„

/ Л\ w

Пусть — =

—, где го, я € Z (я * 0), тогда а = —6,
b n n
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—Ь\ + 6—6-76-146 = 0, где 6*0, значит 6 = —5 Г">
!,« J « m -In2

т, \4mn-6m2
л , ,

а
- —?> = —

9 х = 3 + а, у = \ + Ь.
п т -In

~ л ,* л L» Ытп-6т2
, Ып2-бпгп) „

Ответ: <(±3,1), 3+ = 5~>1 +—5 Г~ :w,h<=Z,h*0>.

[ ^ т -In m -In ) J
59. Лемма.

Пусть п- рхщ .>.ркщ, где />, различные простые числа,

mt eN, тогда число делителей числа я равно

г(я) = Ц+1)..(т,+1).
Доказательство.

Всякий делитель числа п имеет вид А1—/7**» гДе

/,
= 0,1,..., го,; ...; ik = 0,1,..., тк . Так как /\ принимает (ro,+l)

значение, ..., ik принимает (тк + l) значение, то число делителей

числа п равно т(п) = (wj + 1)..(го* +1).
Лемма доказана.

Согласно условию, имеем Ц+1)..(/и*+1) = 1999, причем 1999

простое число, значит к — 1, т.е. го, +1 = 1999, го, = 1998,
1998

п = р , следовательно, п не делится на произведение различных

простых чисел 2-5 = 10, таким образом, п не оканчивается нулем.

60. Пусть п = р°х ...ркк , тогда п2 = р2"1...рк2ак, где р,

различные простые числа.

Согласно лемме (№ 59), имеем г(я2)=Зг(я)о
(2а, +l)..(2a4 +l) = 3fo +l)..(at +l)o

2-
!

а,+1
XL ' ^

У V ak+lJ
:3. (1)

11 13
ак>\о < —о 2 > —, с учетом (1) имеем

ak+i 2 ак+\ 2

¦€• значит к = 1 или к = 2 .
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Если к = 1, то 2а, +1 = 3(а, +1), что невозможно, ибо а, > О.

Если ? = 2, то (2а, + lX2a2 + l) = 3(a, + \\а2 + l) о

(а, - lXtf2 -1) = 3. Примем для определенности ах>а2, тогда

Га, —1 = 3
л Л 42

4 о а,=4, а2=2, л = Л р2 .

[а2-1 = 1

Ответ: { р*р2 , гд&рир2 различные простые числа}.

61. Пусть 2п = р°х ...ркк, тогда согласно лемме (№ 59),

т(2п) = (a, + l)..(a^ +1). Согласно условию, г(2л) = п , значит

(a, +l)..(aA +1)=яо Ъх..Ьк=п, где 6,=а,+1, 6,>2, тогда

2ii = А*1-1..***4, значит р^'1...рк^ = 26,.А • (1)

Предположим, Л > 3, тогда, считая для определенности

/7, </?2 <-<Рк> ПОЛУЧИМ /7, >2, /7 >3, /7* >/73 >4.

Имеем 26,..Ьк = р^^ркЬк~х > 2*i-l...2**-1"V*-1 =

= 2^"1(2*1"l...2^"l)>2^"1(6,..i>jt)>26l..i?A, что невозможно. (Мы

воспользовались неравенством 2т~х >т , которое справедливо для

любого целого т > 1).

Итак, ? = 1 или Л = 2 .

Если А = 1, то р^~1 = 26,, значит рх четно, тогда /7 = 2,

2*1"1 = 26,. Заметим, что 2*1"1 > 26,, если 6, > 4 . Таким образом,

6, < 4. Находим 6, = 4, п = 6, = 4. Если Л = 2, то

Р^Рг2"1 == 26,62, значит /7, = 2 или /72 = 2, однако р, < /72,

значит р,
= 2 , тогда 2Ьх'х р^"1 = 26,62.

Если /72 >5, тогда 2^'хp2h'x >2bl-l5b2~l >6,(262)=26,62, что

невозможно.

Итак, р2 =3. Имеем 2*н3*2~1 = 26,62.
Если 62 >3, тогда г^З*2"1 >6,(262), что невозможно. Итак,

62 =2, тогда 3-2*1"1 =46,. Если 6, >3, тогда 3-2*1"1 >46,, что

невозможно.

Итак, 6, < 3 . Находим 6,*2,6,=3,я = 6,62 = 6 .

Ответ: {4,б}.
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62. Пусть число N=ab...c содержит п цифр. Пусть к = Ь...с,

тогда к содержит (и-l) цифру.

Имеем Ь...са = mab...c о 10?н-а = /я(lO"-la + k)o
а^\т>. (1)

lO^m-l
Из (1) заключаем 10 - т > 0, т.е. m < 9.

Если т = 1, тогда, например, N = 11.

/^ ^о ,^ (10-Jn)fe (lO-mJlO""1 fЕсли 6<го<9, тогда 1<я = - г~*—<- .
<1-

10я"1-1 lO^m-l

Действительно, (lO-mJlO""1 <10w"1w-l <=> 10w"l(l0~2w)<4, что

справедливо, ибо 10-2/и<-2 (так как т>6), значит

(10 - 2т)\0п~1 < -2 • 10я"1 < -1. Таким образом, а < 1, что

невозможно.

$к
Если т = 2, тогда из (1) а= : . Так как знаменатель

2 10м-1 ~1

дроби является нечетным числом, то 2 -Ю"-1 —1 делит к, что

невозможно, так как 2.10я"1 -1>10W_1 >к. Если го = 4, тогда из

m
6k

(1) а = : .

4.10я"1-!
Так как знаменатель дроби является нечетным чисдом, то

4 10я~1-1 делит ЗА, что невозможно, ибо

5*
4.10я"1-1>3-10я"1 >3?.Если го = 5, тогда из (1) я =

S-IO""1-!

Так как знаменатель дроби не делится на 5, то 5-10"
1
-1 делит

к, что невозможно, так как 5 • 10я"1 -1 > 10я"1 > к .

Если го = 3, то а = : .

310я"1-1

Заметим, что 3 • 105 -1 = 7 • 42857, тогда, если п = б, А: = 42857,
а = 1, получаем N = 142857, причем 3 -142857 = 428571.

Ответ: {l, З}.
63. 1) Если z = 1, то х = -у.

*3+>;3=l-z2Пусть z Ф1. Имеем
I х + у = 1 - z
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2 2 * +1Г 1-Z
t 2 2

x -xy + jy = — = = l + z, значит x -xy + y + x +
x-fj> 1-z

+ ;y
= (l + z)+(l-z) = 2. Имеем x2 -x(y-l)+j;2 +j; = 2o

4x2 -4x(>>-l)+4j;2 +4j;-8 = 0o (2x-(y-l))2 + 3(у + 1)2 =12=>

12>3(j; + l)2o |>> + l|<2o -3<>;<15 т.е. j;
= -3;-2;±l;0,

тогда из равенства х2 -x(y-1)+ j;2 + j;
- 2 = О находим

(x,y)= {(-2, -3\ (-3, -2) (0,-2)1 (-2, OHO, l\ (l, О)}, причем

z = 1 -x-y, значит (x, j>, z) = {(-2, -3, б\ (-3,-2, б), (0,1,6\
(1,0, 0}(-2, 0,3)1(0, -2,3)}.
Ответ: {(-2, -3, б), (-3,-2, б\ (о, 1,0), (l,0,0), (-2,0,3), (0, -2,3)}.

2) Если z = 2, то \X *У ""

=> x3+(-x)3=2, что

[x + у = О

2 2 x3+y3 2-z2
^

2
невозможно. Имеем x -xy + y = =^—= = z + 2 +

,

x + jy 2-z z-2

значит z-2 делит 2, т.е. z-2 = ±l;±2, следовательно,

z = 0;l;3;4.

Имеем

2-z2 =x3 +y3 =(x + >;)3-3xv(x + 3;) = (2-z)3-3xy(2-z), значит

\3 2
fx + j>

= 2-z

xy = -—Vu—~\ . Таким образом, \ (2-z)3+z2-2-
3(2"Z) Г= 3J2-Z)

*

При подстановке значений z,= 0;l;3;4 в последнюю систему

находим (*, у,z) = {(1,1,0\ (0,1, l\ (l, 0, l\ (-2,1,3\ (l, - 2,3)}.
Ответ: {(l, 1,0\ (0,1, l\ (l, 0, l]t (-2,1,3), (l, -2;3)}.
64. 1) Имеем 4x(x + l) = 16j'(}> + l)o 4х2 + 4x + l = 16j>2 +

+I6j> + 1<» (2x + l)2=(4^ + 2)2-3o (4^ + 2)2-(2x + l)2=3o

(4^-2x + lX4>, + 2, + 3) = 3o{4>; + 2X + 3 = ±3;±1ov Л '
|4>>-2х + 1 = +1;±3

(х, у) = {(0, 0)1(0, -1>(-1,0И-1. -О}-
Ответ: {(О, О), (0, -l), (-1,0\ (-1, -1)}.
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2) Покажем, что исходное уравнение не имеет решений в

натуральных числах. От противного. Имеем

4х2 +4х = р2п(4у2 +4у)е> (2x + i)2-l = p2n{2y + l)2-p2n о

(р"(2у+1)-(2х + \)Ур"(2у + \)+&
р2"-1>р"(2у + \)+2х + \>2х + \=> р2">2х+ 2. (1)

Так как (х, x + l) = l и р2п делит х(х + \), то р2п делит х или

р2п делит х + 1. В любом случае х + \>р2"г тогда с учетом (1)

получаем р2п > 2(x + l)> 2p2n, что невозможно, что и требовалось

доказать.

Если х = 0, то у-О или у
= -\. Если х = -1, то у

= 0 или

у = -\.

Пусть х<-1, тогда -х-1>0. Пусть а = -х-\9 тогда

а(а + \)= р2"у(у+\), где aeN, причем >>(y + l)>0o у>0 или

у<-\. Если у>0, т.е. yeN, тогда уравнение

а(а +1) = р2пу(у +1) неразрешимо. Если >>< -1, тогда

6 = -}>-1>0, т.е. beNr причем а(а +1) = p2"b(b +1)
неразрешимо.

Ответ: {(О, 0) (0, -1) (-1,о) (-1, -1)}.
65. Пусть г = г> гДе zeN, тогда xy = zx + zyo

х У

{x-z)(y-z)=z2. Пусть (x,y,z)=k , тогда х = ка, y = kb, z = kc,

где (я, Ь, с) = 1, причем (а - сХ^- с)= с2. (1)

Предположим, существует простое ру которое делит числа а - с,

6 - с, тогда из (1) р2 делит с2, т.е. р делит с, значитр делит числа

(а-с)+с = а, (b-c)+c = b, что невозможно, ибо (я,6,с)=1.

Итак, (я-с,Ь-с)= 1, значит из (1) \b-c = n2 или

а-с-т2

2 2 2
с =т п

а-с=-т2

Ь-с = -п2 ,

2 2 2
с =т п
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где т,пе N, следовательно, 1

а = тут + п)
Ь = п(п + т) или

с = тп

а = т{п-т)
Ъ = п(т-п) .

с-тп

значит

Так как т, neN, то хотя бы одно из чисел т(п-т), п(т-п)
не превосходит нуль, что невозможно. Итак, а = т(т + п),
6 = я(т + я), c = mn, х = тк(т + п), у = пк(т + п).

Ответ: {(тк(т + п), пк(т + п)): mfrt,keN}.
66. 1-й способ.

Имеем 5x2+5j;2-8xy = 5o {x-2yf + (у-2х)2 =5 = 12 +22,

Гх-2>> = ±1;±2;±1;±2 , ч f/ , Лч/Л Л)

2-й способ.

Если х =* 0, то jh
= ±1.

Если j; = 0,to х = ±1.

Предположим, х Ф О , у Ф 0, тогда |х| > 1, jjvj > 1, значит

5(х2 +уг -1)> 0, следовательно, 8ху > 0, т.е. ху > О.

Имеем 8ху = б(х2 + у2 -1)> 5(2ху -1) :=> 8ху > 10ху - 5 о

ху <2,5, причем ху >0, значит ху = 1 или ху = 2.

Если ху = 1, то х = д> = ±1, что невозможно.

Если ху = 2, то jc = ±1, у = ±2 или х = ±2, >> = ±1, что

невозможно.

Ответ: {(О, ± \\ (± 1, о)}.
67. 1-й способ.

Имеем х2 ~x(y + l)+<y2 ->> = 0 .

Решим данное уравнение относительно переменной х,

получим?) = (7 + 1)2-4(у2->;)=-3<у2+6д; + 1. Так как Д>0, то

3(у-1)2<4=> (у-1)2<2о [у-1|<2о |^-1|<1, т.е.

у
= 0; 1; 2, следовательно, получаем следующие решения:

(х, >>)= {(0,0\ (0,1) (1,0} (1,2\ (2,1^(2,2)}.
2-й способ.
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Имеем х + у
= х2 -ху + у2 =—((х-2у)2 + 3х2)>0, т.е.

х+у>0.

Предположим, х<0, т.е. х<-1, тогда

у>х+ у
= х2 +(-х)у + у2 >1 +Ъу + у2 => у>\ + у + у2 о

у2 +1 < 0, что невозможно.

Итак, х > О. Аналогично у > О

Если х = 0, то у
= 0 или у = 1. Если у = 0, то х = О или х = 1.

Пусть х > 1, у > 1. Если х = у, тогда х = у = 0 или х = у = 2 .

Пусть х^^. Примем для определенности х>у, т.е. х>у +1,

тогда, согласно условию, x(x-y-l)+y(y-l) = 0, следовательно,

Г*-у-1 = 0
< о х = 2 , v = 1. Аналогично х = 1, у = 2.

3-й способ.

Заметим, что х + у
> 0 (см. 2-й способ).

Инеем х2 л-у2 >2ху<=> (х + у)2 > 4ху <?> —(х + у)2 >Зхуо

-Зху >—(х + у)2, значит х + у
= х2 -ху + у2 = (х + у)2 -Зху >

>—(х + у)2, т.е. х + у>—(х+у)2, причем х+у>0, значит

х + у<4, т.е. х + у
= 0;1;2;3;4, тогда у = -х;-х + 1;-х + 2;

-х + 3;-х + 4.

При подстановке значений у в исходное уравнение получим

следующие решения: (х, у) = {(0,0), (0, l\ (l, 0\ (2,2)}.
68. 1-й способ..

Имеем 4х2 +4*у + 4у2 =4х2у2 о

4х2+8ху + 4у2=4х2у2+4ху<?> (2х + 2у)2 = (2ху + 1)2-Ю
(2ху +1 - 2х - 2уХ2ху +1 + 2х + 2у) = 1

? значит

|2ху + 1-(2х + 2у)=+1 Г2ху + 1 = ±1 Гху = -1
< ,

ч
о < о < или

[2ху + 1 + (2х + 2у) = ±1 [2х + 2у = 0 [х = -у

{f_=°jT.e.(x^) = {(0,0Ml,-l)(-U)}.
[X — у
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2-й способ.

Если х = 0, то у
= 0; если у

= 0, то х = 0; если х = ±1, то

у
= +1; если у

= ±1, то х = +1. Предположим, |х| > 2, |.у| ^ 2, тогда

х2у2 > Ах2 , х2;;2 > 4у2, х2у2 > 4|ху| > 4ху, значит Зх2>>2 =

= х2>>2 + х2>>2 + х2;у2 > 4х2 +4у2 + 4ху = 4(х2 +у2 + ху)=
= 4x2jy2 => Ъх2у2 > Ах2у2 => ху

= 0, что невозможно, так как

М^2,|д>>2|.
3-й способ.

Если х = 0, то у
= 0. Пусть х Ф О .

Имеем y2(x2-l)-yx-x2 =0о Ау2 (х2 - if - л(у(х2 - l))c -

-4x2(x2-l)=0o (23;(x2-l)-x)2=x2(4x2-3)o (^fczlL
-1)2=4х2-3. Так как /2eZ, где ; = yr /-i? feg, T0

х

feZ. Имеем /2=4х2-Зо (2х-/Х2* + 0 = 3 °

?;',:?«- -±1э м-«».»н..-.н-.,.)).

4-й способ.

Если х = 0, тр у = 0; если х = 1, то j>
= -1; если х = -1, то

^
= 1; если у

= 0, то х = О* если 3; = 1, то х = -1; если у
= -1, то

х = 1.

Предположим, |х| > 2, \у\ > 2, тогда \ху\ > 4 .

Имеем х2 +ху + у2 = х2у2 о (х + ;у)2 = xy(xy + l).
Если ху>0, то (ху)2 <xy(xy + i)<(xy + \)2 =>

(ху)2 < (х + у)2 < (ху +1)2 о ху < \х + у\ < ху +1, что невозможно.

Если ху<0, то ху^-4 (так как |ху|>4), тогда

(ху +1)2 < ху(ху + \)< (ху)2, значит (ху +1)2 < (х + у)2 < (ху)2 о

-;су-1<|х+,у|< -ху, что невозможно,

Ответ: {(0,oHl,-l)l(-U)}.

69. Имеем 5(х + у)3 = 54(х + у)2 - 108ху о
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{х + у)2{54-5(х + у))
*У =

-—

108
—

• О)

Так как х>0, у>09 то 54-5(х + ;у)>0 о х + ;;<10,8, т.е.

лг-ьу <10.

При подстановке х + у = 2; 3; 4; 5; 7; 8; 9; 10 в (1) получаем, что

ху не является целым, что невозможно. Если х + jy
= 6 , то ху

= 8,

т.е. (х,>;)={(2,4),(4,2)}.
Ответ: {(2,4^(4,2)}.
70. 1) 1-й способ.

Пусть a, b, <Ja+<Jb e Q.

Пусть л[а+4ь= с , где с е g .

Если а = 6, то 4a-4b- — еО. Пусть а *6. Имеем
2

Va-л/б =--7==—т= =
-

' Т0ГДа ^^^Ыя+^ГУ^-^Г

-*Н?>
Аналогично 4beQ.
Если a,b,<Ja +<Jb eZ9 то а,6, <Ja+<Jb eQ, тогда

Vtf, V& e б, причем a,beZ, значит <Ja, 4b e Z.

2-й способ.

Пусть a,b, с = 4a + 4beQ, тогда a = \p-4bj =c2 +b-

2c

Аналогично

2)Пусть a,b,c,4a+4b+4ceg.

Пусть 4a+4b+4c =с/,где deQ.

Имеем \4a+4b) = [d-4cf О a + b + l4ab =d2 +c-

~, Г \db г d1 +c-a-b _

- 2rfVc <=> -/—r- + Vc =
: • Так как

Ы2 2c/
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—, с, J—+Vce6, то JceQ (см. пред. пункт). Аналогично
d \ d

Если а9 Ъ9 с, 4a+<Jb + 4c eZ, то a,b9c,w+vb+vceQ,

тогда v#,л/б,sc eQ9 причем a9b9ceZ 9 значит <Ja,4bx<Jc eZ .

3) Пусть а9Ь9Ъ[а+Щ=ceQ, тогда a = (c-v*j <=>

V&2 -сЩ=d, где <tf= , deQ9 значит

3c

[Jlbr+cufb=b. (2)

Умножим равенство (1) на с и вычтем из полученного

соотношения равенство (2), получим \d + с2 fjb = b-cd. (3)

Если <tf + c2 *0,то v* eg, значит Ца =c-y[b eQ.

Если <i + c2=0, то Щ2 - ctfb =-с2 <?>

Щ-2с)+ЗЩ) = 0<=> V*=0, с = 0, значит а = 0, т.е.

Если а, 6, ifa+ifbeZ, то а, 6, значит

л/я, л/& € 2» причем я, fe e Z , следовательно, Ца9 l[b е Z.

71. 1) Имеем Vl999x+V1999.y =1999.

Пусть а = \999х9 6 = 1999j>, тогда a9by4a+4b являются

целыми числами, значит, согласно № 70, л[а и sb являются

целыми, т.е. <Ja = с, 4b-d9 где c9d eN , тогда 1999* = с2,

\999y = d2. Так как простое 1999 делит c2,d29 то 1999 делит

числа с, d9 т.е. с = \999т9 d-\999n9 где m9neN, тогда

х = 1999т2, ;у = 1999л2, следовательно, л1\999т2 + Vl999w2 =

= Vl999 <=> т + п = \9 что невозможно, ибо го > 1, я > 1.

Ответ: {0}.
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2) Имеем л/l 9992 х + ^/l 9992 j/ = 1999.

Пусть я = 19992*, Ь = 19992у, тогда a,b,l[a+l[b являются

целыми, значит, согласно № 70, va и Щ являются целыми, т.е.

з/^ = с, V* =^,где c9deN, тогда 19992х = с3, 19992^ = <i3.

Так как простое 1999 делит с3,с/3, то 1999 делит с, rf, т.е.

с = 1999/и, rf = 1999л, где m9n<=N, тогда * = 1999/и3,

;у
= 1999я3, значит, согласно условию, у 1999т3 + V1999/73 =

= Vl999 о w + я = 1, что невозможна, ибо w > 1, я > 1.

Ответ: {0}.
72. 1) Пусть п=т2к9 где m,keN , m>l, тогда пара чисел

(*, у) = ((/я--1)2Л:, ?j удовлетворяет условию, так как

^+fi = (m~l)^+ Jk =m<Jk =ут2к =я.

Обратно, пусть уравнение 4х+<[у =фг разрешимо в

натуральных числах. Покажем, что найдется т (meN,m>\) такое,

что т2 делит п~ Предположим, такого т не существует, тогда

л = РхРг—Pi, где /?, различные простые числа. Имеем

<s[nx + <Jny = я.

Пусть а = пх, Ь = пу.

Так как a, b9*Ja+4b являются целыми, то, согласно № 70, v^

и 4Ь являются целыми, т.е. л[а=с9 4b=d9 где c9deN9 тогда

ях = с2, ny = d2, следовательно, простые числа pX9...9Pi делят

с2,<i2, значит /?,,...,/?, делят с, с/, т.е. с = px...ptm, rf = p1...p/A,

где m9keN9 значит с = тп9 d = nk9 тогда х = пт29 у = пк29

согласно условию, имеем упт2 +Tjnk2 =4п с> т + к = 1, что

невозможно, ибо w > 1, ? > 1.

Получено противоречие, что и требовалось доказать.

2) Если л = т3к, где m,keN9 т > 1, тогда пара чисел

* = (w ~ l)3 к , >> = к удовлетворяет условию, так как
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Обратно, пусть уравнение Чх+$[у=tfn разрешимо в

натуральных числах. Покажем, что существует т (meN,m>\)
такое , что т3 делит п. Предположим, такого т не

существует, тогда п = {р1,..р1щ2 ,,.q2), где pl9..-,qs различные простые

числа.

Имеем Цп2х + уп2у = п. Пусть а = п2х, Ъ = п2у . Так как

а,Ь,\[а+Щ являются целыми, то, согласно № 70, ifa^sb

являются целыми, т.е. Ца = с, l[b = d, где c9deN , тогда их = с3,

иу = с/3, значит простые числа ^,,..., #д делят с3, rf3,
следовательно, с = (/?,...#д.)аи, d = (pv„qs)k, где m,keN, тогда

x = (p,2...Jp/2fe1...^)w3, >; = (р12.../?/2)(^1...^>3. Пурть pv..pr=p,

Я1—Ях=Я> тогДа x = p2qm3, y = p2qk39 n = pq2. Согласно

условию, имеем yjp2qm3 -+ljp2qk3 = 3}jpq2 о yp(m-\-k)=yq о

-±- = (m + kf, что невозможно, так как Pi,—,Pi, Ч\,»~>4&
Р

различные простые числа.

Получено противоречие, что и требовалось доказать.

73. Пусть х2 +1999 = а, >>2 +1999 = 6, тогда а,6,л/я+л/&
являются целыми числами, значит V**, л/б являются целыми, т.е.

Va=c, v6 =^,где c,deN.

Имеем х2+1999 = с2, j;2+1999 = </2, c + tf = 1999. Так как

с + <i = 1999, то с, d различной четности. Пусть для определенности
с нечетное число, т.е. с = 2«+1, тогда х четное число, т.е. х = 2т,

значит (2т)2 +1999 = (2л + if, п2 +п-т2 =
,
что невозможно,

что и требовалось доказать.

74. Заметим, что справедливо следующее тождество

а3 +63 +с3 -За6с = (я + 6 + сдя2 +62 -с2 -яб-бс-ас), значит,
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если а + 6 + с = 0,то а3 +Ь3 +с3 =3abc. Так как (х->>)+()>-z)+
+ (z-x)=0, то, согласно условию, имеем

3(x-yXy-zX«-*)=30o(*-yXy-rXz-Jc)=10 = 1-2-5 =

= (-1Х-2)5 = (-1)2(-5) = 1(-2Х-5).
Так как (х - у)+ (у - z)+ (z ~ х) = 0, а число 10 непредставимо в

виде произведения трех целых чисел, сумма которых равна нулю,
то исходное уравнение неразрешимо в целых числах.

75. Пусть s, t корни исходного уравнения. Согласно теореме

Виета,
f* + '—2"-l

(2a + l)2.+ b2 =(, + ,)2 +(„-i)2 =

s2t2 + 52 +t2 +1 = (s2 + 1Д*2 +1), причем согласно условию,

(2а +1)2 + Ъ2 простое, значит s2 +1 = 1 или t1 +1 = 1, т.е. 5 = 0 или

/ = 0,тогда 5/ = 0, 6 + 1 = 0, 6 = -1.

(2а +1)2 + А? = 2(2а2 + 2а +1) -

простое, значит

2а2+2я + 1 = ±1, однако 2я2+2а + 1 = 2 я + — +— >0,

следовательно, 2а2 + 2а +1 = =1оа = 0 или а = -1.

Если а = 0, А = -1,то 5 = 0, f = -1.

Если а = 6 = -1, то 5=0, г = 1.

Ответ: {(а, б) = (0,-1^-1,-1)}.
76. 1-й способ.

Очевидно, z>2.

Имеем x<z, jy<z, значит x<z-l, y<z-\9 тогда

x!+.y!<2(z-l)!, т.е. z!<2(z-l)lo z(z-l)!<2(z-l)!o z<2.

Итак, z = 2, тогда x!+jy!= 2, значит x = у = 1.

2-й способ.

Пусть для определенности х < у < z .

Предположим, х < у, тогда х!+у\= z\о

x!+x!(x + l)..jy = xl(x + l)..z<=> l + (x + l)..jy = (x + l)...z, значит х+1

делит 1, что невозможно, ибо х + 1>1. Итак, x = y<z. Имеем

2x!=z!<=> 2x!=xl(x + l)..z<^> 2 = (x + l)..z, значит х + 1 делит 2,

тогда 2>х + 1, х<1,т.е. х = 1. Итак? x = jy = l, z = 2.

Ответ: {l,l,2}.

85



77. Если х = 1, то у
= 1. Пусть х > 2.

Так как j; > 1, то Xх* х
> 1, причем х > 1, значит ху

- ху > О О

х'"1^. (1)

Имеем у > ху~1 ^ 2У~1, т.е. 2;"~1 <
у, однако 2-)"~1 > у при любом

_у > 2. Итак, ;/ = 1 или у
= 2.

Если у = 1, то х любое натуральное число.

Если >> = 2, то из (1) х<2, т.е. х=-2, однако x = jy = 2 не

удовлетворяет условию.

Ответ: {{n;l):neN}.
78. 1) 1-й способ.

Очевидно, л>2.

Имеем x<zy y<z, значит x<z-l, y<z-\9 тогда

nz = пх + лг < л2"1 + л2*"1 == 2л2""1, отсюда п < 2, следовательно,
/7 = 2.

Имеем 2*+2-)'=22.

Пусть для определенности х < у, тогда 1 + 2У~Х = 22~* .

Если у-х>0, то левая часть последнего равенства является

нечетным числом, правая
- четным, что невозможно, значит х = у,

тогда 22~*=2, z-x = l. Итак, х = у = к, z = ? + J, л =^2, где

2-й способ.

Пусть для определенности х < у < z.

Имеем л* + л* = п2 о 1 + л'~* = п2'х о л'-*(л2~' -1)= 1.

Очевидно, пФ\.

Имеем л'~* = 1, п2~у -1 = 1о . пу~х = 1, п2~у = 2, значит

х - >> = 0 , z-y = l, л = 2, т.е. л = 2, х = <у = ^, z = ? +1, где

Ответ: {л = 2, (x,^,z) =(*,*, A:+ l): A: e ^/}.
2) 1-й способ.

Очевидно, пФ\.

Из условия заключаем, x<t, >></, z < /, зйачит х < f -1,

y<t-\, t<t-\, тогда л' = пх + лг + л2 <Злм, отсюда л < 3, т.е.

л = 2 или л = 3 .
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Пусть для определенности х < у < z < t, тогда

\ + пГ*+п*-х=п'-х. (1)
Если х Ф у, то из (1) пу~х\р1~у - nz~y - l)= 1, значит я делит 1,

что невозможно, ибо я>2. Итак, х = у, тогда х = у, значит

Если я = 2, то 2z^(2/-r~l)=2<=> 2Z"'=2, 2'"r -1 = 1<=>

z-j> = 1, /-z = l т.е. я = 2, x = jh-, z = jc + 1, /=x+2.

Если я = 3, то 32^(3'"2-l)=2o 3*-*=1, 3w-l = 2o

Z = j;, f = Z + 1, Т.е. /1 = 3, * = J>
= Z , t = Z + \.

2-й способ.

Очевидно, и * 1.

Пусть для определенности x<y<z<t, тогда

1 + л'-* + я~ = п"х о я'"*(л'"' - nz'y -1)= 1.

Если д;-х > 0, тогда получаем, что я делит 1, что невозможно.

Итак, х = у, тогда я*"'(я'"2 -l)=2<=> я2"'=2, я'"~г-1 = 1 или

nz~y = 1, я'"2-1 = 2 о я = 2, z-;y = l, /-z = l или я = 3, z = ;y,

Ответ: если я > 3 или я = 1, то 0;
я = 2: {(*, Jfe, ik + 1, * + 2Х (*, Jfc + 1, ifc, * + 2Х (* + 1, *, *, * + 2)};
я = 3:{(А,М,? + 1)},где keN.
79. Покажем, что #>(я) делит я!, где #>(я) - функция Эйлера.

Если я = 1, тогда <р(п) = 1.

Пусть я>1, тогда п = рхк{ ...рткт ,. где /?, различные простые

¦«"HH-ti-числа, тогда ^«J = /ai 1—| А 1, значит

*>(") 9{п) (р,-1).(р»-1)'
Так как /?, < и, то /?, -1 < я -1.

Пусть для определенности Pi< — <Pm> тогда

р, -1<...< /?w -1<я-1, т.е. числа /7,-1 являются различными

натуральными числами, меньшими я-1, значит (pt-l)..(pw -l)
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делит 1-2...(я-1) = (я-1)!, следовательно, число А является

натуральным, т.е. <р(п) делит п\

Согласно теореме Эйлера, п делит 2^Л'-1, причем 2^'"'-1

делит (2^'"'j -1 = 2"!-1, следовательно, п делит 2"!-1, что и

требовалось доказать.

80. Предположим, х + y*Jz = л/1999 , где х, у, z e g, z > 0,

тогда /z = (Vi999~x)2<=> л/19992 -2x^1999+^ = 0, (1)

где t = x2 -y2z, teQ.

Умножим равенство (1) на Vl999 , полним

1999 - 2xVl9992 * #1999 =^0. (2)

Умножим равенство (1) на 2х и к полученному равенству

прибавим равенство (2), получим (f~4x2)Vl999=~2/x-1999.
Если коэффициент при Щ999 не равен нулю, то V1999 является

рациональным числом, что невозможно. Итак, /-4х2=0о

3x2+<y2z = 0, где г>0, значит х2=0, y2z = 09 тогда

х + ysz = 0 , что невозможно, что и требовалось доказать.

81. 1) Составим разность уравнений системы, получим

х3 -у3 -(х2-;у2)=;у-х<=> (х-^Дх2 +ху + у2 -x-j; + l)=0,
значит х = у или x2+xy + j>2-x-j; + l = 0.

Если х = у, то х3-х2-х-2 = 0<=> (х-2Дх2 + x + l)=0o
х = 2 , т.е. х = у = 2 .

Если х2 +ху + у2 -x-jy + l = 0, то (x + j;)2+(x-l)2+
+ (y-l)2 =0о х + >> = 0, х-1 = 0, у-\ = 0 , что невозможно.

Ответ: {(2,2)}.
2) Если х = у, тогда х = у = 2 (см. пред. пункт), тогда

z-y3 -у2 -2 = 2,т.е. x = y = z = 2.

Предположим, хФу , у Фz, z Фх .

Составим попарные разности уравнений системы, получим
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у3 -z3 -(у2 -z2)=z-x <=> 1

*3-Х3-^2-Х2)=*-.У

(х-у\х2 +ху + у2 -x-y)=y-z
(y-z%>2 +yz + z2 -y-z)=z-x ,

(z-хдд:2 + zx + x2 -z-x)=x-y

<=>

следовательно, х-у делит jy-z, >>-z делит z-x, z-x делит

x-jy, т.е. jy-z
= tf(x-y), z-x = b(y — z), x-y = c(z-x), значит

Х-.У
= c(z~x) = fec(y-z)=afec(x~>;), т.е. abc^l, ибо x-jy^O,

тогда а = ±1, i = ±l, c=±l.

Если a = -1, то >>
- z = -(*-j;), x = z, что противоречит

предположению.

Аналогично ? * -1, с Ф -1, следовательно, a = 6 = с = 1, тогда

\y-z = z-x \x + y = 2z
V " V " V '

д/
= г, что невозможно.

Ответ: {(2,2,2)}.
82. 1-й способ.

-b±Jb2-4ac
Корни исходного уравнения равны .

2а

Предположим, корни уравнения являются рациональными числами,

тогда Ъ2 - Аас = d2, где d e Z .

Так как Ъ нечетно, то и d нечетно.

Имеем (2т +1)2 - 4{2к + #2/ +1) = (2л +1)2 о w(m +1)-

-«(/7 + 1) -4Л/-2?-2/ = 1, что невозможно, ибо слева - четное

число, справа - нечетное число. Получено противоречие, что и

требовалось доказать.

2-й способ.

Предположим, исходное уравнение имеет рациональный корень

х = — (пфО), где (/и,л) = 1.Так как с нечетно, то хфО, т.е.

w ф О . Так как (w, я) = 1, то хотя бы одно из чисел т, n нечетно.

Пусть для определенности т нечетно. Имеем ах2+bx + c = 0<z>

am2 +bmn + cn2 = 0. Однако, если т9 п нечетные числа, то

am2 +bmn + cn2 также нечетно, что невозможно. Если т нечетно, п

четно, тогда am2 +bmn + cn2 также нечетно, что невозможно.
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2) Предположим, исходное уравнение имеет рациональный

корень х =
—, где (w, л)= 1, п & О .

я

Так как е нечетно, то х Ф О , т.е. w ^ 0 .

Так как (w, п) = 1, то хотя бы одно из чисел /и, л является

нечетным. Имеем ах4 + foe3 + or2 + dx + е = 0 <=> aw4 + 6/и3я +

+ ст1п1+ dmn3+en4 = 0. Пусть для определенности w нечетно.

Если т, п нечетны, тогда am4 +bm3n + cm2n2 + dmn3 + en4 нечетно,

что невозможно. Аналогично, если т нечетно, п четно, также

получаем противоречие.

83. Имеем (х-у\хр~1 + хр~2у +... + ур~1)= с, причем с простое,

значит х-у = 1> тогда (y + l)p ~~УР =со (ур + Ср1ур~1 +...+

+ Срр-ху + \)-ур =2Г +\<г> рт = 22\где meN . (1)

Действительно, покажем, что Ср делится на р, где

1^,-1,, простое. Имеем с/ =^^=-?^.
Так как 1 <А:</? — 1, то 1 <р-к<р-l, значит р взаимно

просто с числами к\, (р-к)\9 тогда Ср делится на/?.

Из (1) заключаем, р делит 2 , значит /?
= 2, ибо р простое.

Таким образом, (y+l)2-j;2=co у- , значит

Ответ: {(*,*,,)=(^,?|Ц.
84. Пусть х = я + —, ^ =

—, тогда (cos я + sin(« +1))2 =

= (cos(x-y)+sm{x + yf)2 = (cosxcosjy + sinxsinjy + sinxcosjy +

+ sinjycos*)2 = ((cosx + smxXcosj' + sinjy))2 = (cos x +sin*)2 •

• (cos у + sin yf = (l + sin 2*Xl + sin 2y) = (l + sin(2« + l)Xl + sin l),
следовательно, (cos 1 + sin 2)2...(cosn + s'm(n +1))2 = (l + sin l)w •
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. (l + sin 3),.(l + sin(2« +1)), тогда с учетом условия имеем п = 1999 .

Ответ: {1999}.

85. Пусть х +у+— = <т, — +—+ ху
= Ь, х=-—, у = —, где

ху х у п I

a,b,m9n,k,l eZ, (т, п) = 1, (к, /) = 1, п Ф О , / Ф О,

m2kl + mk2n + n2l2 , n2kl + l2mn + m2k2
а- , Ь =

тогда

Так как а, 6, к, I целые числа, то ак-Ы также целое, причем

ак-Ы-*—}-. (1)

Предположим, существует простое /?, которое делит числа

к3-1\И.
Так как р делит kl, то /? делит А или р делит /.Пусть для

определенностир делит Л, тогдар делит Л3 -(?3 -/3)= /3, значит/?

делит /, т.е. р делит числа А, /, что невозможно, ибо (k,l)= 1. Итак,

Л3-/3 и Ы взаимно просты, значит, согласно (1), заключаем

к
к! = ±\, т.е. к = ±1, / = ±1, тогда у

= — = ±1.

Аналогично х = ±1.

Ответ: {(l, l) (l, -1), (-1, l), (-1, -1)}.

86. 1) 1-й способ.

Имеем 2x2 +2xy + 2y2 +2jc + 2j; = 10o (x + yf +(* + l)2 +
+ (y + l)2=12=> (x + l)2<12, (y + l)2<\2=> |x + l|<3,
|>> + l|<3^ x,^ = -4;~3;-2;-l;0;l;2.

При подстановке данных значений в исходное равенство

находим следующие решения: {(l, l\ (l, - 3\ (- 3, l)}.

2-й способ.

Заметим, (l,l) является решением. Пусть х = 1 + а, y = l + b,

где а, Ъ целые числа.

Имеем (\ + a)2+(l + aX\ + b)+(l + b)2+(l + a)+(\ + b)-5 = 0e>
a2+b2+ab + 4a + 4b = 0. (1)

Если 6 = 0, т.е. у -1, тогда х = 1 или х = -3 .
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Пусть 6*0, пусть — =

—, где (т9 п) = 1, п Ф 0 , тогда с учетом
Ъ п

/in
4т(т + п) , 4л(т + л) ,_ч

(1) имеем а = г-* ^г-, Ъ = г-* *—. (2)
w + тп + я т +тп + п

Предположим, существует простое р, которое делит числа

т{т + п), т2 + тп + п2, тогда /7 делит

(/и2 + тп + п2)-т(т + п) = п2, значит р делит я,тогда /? делит

го(я + го)- я/и = го2, т.е. /? делит го, что невозможно, ибо (я, го) = 1.

Итак, числа т(т + п) и т2 +тп + п2 взаимно просты. Аналогично

п(т + п) и т2 +тп + п2 взаимно просты, таким образом, из (2)

заключаем, что т1 +тп + п2 делит 4, т.е. /и2 + гоя + я2 = 1;2;4,

ибо т2 +тгн-п2 -\—+ я + —го2>0.
.2 ; 4

Если т2+тп + п2 = 1, тогда (2го + л)2 + Зя2 = 4 => Зя2<4,т.е.

я = ±1 (я*о), следовательно, го = ±1, значит а = 6 = 0, jc = д; = 1.

Если го2+гоя + я2=2, то (т + 2п)2 +3п2 =8=> Зя2<8,

значит л = ±1 (я * 0), тогда (го ± 2)2 = 5, что невозможно.

Если т2 +тп + п2 =4, то (т + 2п)2 + 3го2 =16=> 3w2<16=>

го = 0;±1;±2, тогда го2 =16 или (го±2)2=13 или (го±4)2=4,
следовательно, если го = 0, то я = ±2, а = 0, 6 = 4, х = 1, д; = -3;

если /и = ±2,то я =нн2, я = 6 = 0, х = у = 1; если го = ±1,то {0}.

Ответ: {(1,1), (1,-3), (-3,1)}.
2) Заметим, что (3, l) является решением.

Пусть х = 3 + я, y = l + b, где а, 6 целые числа, тогда при

подстановке данных х,у в исходное уравнение, получим

a2-ab + b2+4a + 2b = 0. (3)

Если 6 = 0, т.е. у
= 1, тогда * = 3 или х = -1. Пусть 6 * 0 и

пусть
—
=

—, т.е. а = —о, где (го, я; = 1, я ф 0 , тогда с учетом (3)

-2го(2го + я). , -2я(2го + я)
получим я = —;—* f, 6 =

2

ч

J-.
m -mn + n го -тп + п
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Предположим, существует простое р, которое делит числа т,

т2 + тп + п2, тогда р делит я* = lm* + тп + п*)- т(т + п), значит,

?т простое р, которое делит ч

п2 =\т2 + тп + п2)- т(т + п),
р делит я, что невозможно, ибо (т, л)=1. Итак,

(/w,m2 + тп + п2)=1. Аналогично (л,т2 + тп + п2)=\.
/ \ Г2/я + я = <й:

Пусть с/-12гон-л, го -тп + п ), тогда < , где

[го2-гол + /Г =<i/

?, / целые, значит dl = m2 - m(dk - 2т)+ (dk - 2го)2 о

d\l + 5km- dk2 }=7m2, т.е. Оделит 7ro2. Если некоторый простой

делитель q числа d делит число /я, тогда q делит т2 +тп + п2, что

невозможно (см. выше). Итак, (d,ro2)=l, однако d делит 7/и2,
значит d делит 7, т.е. d = 1 или d = 7 . Если d = 1, тогда из (3)

заключаем, что го(2го + п) и т2 - дел + л2 взаимно просты,

следовательно, aw2 -тп + п2 делит2, т.е. т2 -тп + п2 = 1;2 .

Если d = 7, тогда а = —г -

=-, причем
т -тп+п

1

' т2-тп + п2 \ ч [2т + п m*-mn + nz
т, 1 = 1,

7 7
= 1, следовательно,

т2 -тп + п2
^

т2-тп + п2
f-

делит 2, т.е. = 1;2о

т2 -тп + п2 =7;14< Если /и2-гоя + я2=1, то

(го-2я)2+3го2 =4=> Зго2 <4, значит го = 0;±1.

Если т = 0 , то л = ±1; если ю = ±1, то я = 0 или п = ±1. Таким

образом, получаем следующие решения: {(З, - Ц (- 3, - 5)}.
Если т2 -тп + п2 -2,то {0} (см. пред. пункт).

Если т2 -тп + п2 =7, то (т-2п)2 +3т2 =28=> Зго2 <28,т.е.
го = 0;±1;±2;±3, тогда

, иГ(1,-2)1(1,зИ--1,-зИ-1.2И2*-1И2.зИ-2,-3)11
^л^1(-2.-1Нз,11(?.2Н-3,-2И-3,-1) Г
следовательно, (а, Ъ) = {(О, О) (- 4, - б\ (- 6, - 2)},
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(х,у)={(3,1И-1.-5И-3,-1)}.
Если т2 -тп + п2 =14,то (m-2nf +3т2 = 56 (4)

=>3w2<56o m = 0;±l;±2;±3;±4.

При подстановке данных значений т в равенство (4) получаем
противоречие.

Ответ: {(з, -1> (-3,-5^ (-1, l),(-3, -l)> (-1,-5), (3, l)}.
87. Если х = 1, то у, z любые натуральные числа. Пусть х Ф1.

Имеем ;иг(х2-1)=х1999-1. Так как х2 -1 делит х1999-1, то

х2-1<х1999-1,т.е. z<1999.

Если z = 1999, то у1999 = 1, т.е. у
= 1.

Пусть z<1999, пусть 1999 = afe + r, где d.mZ, 0<r<z,

0<tf.

Предположим, r>0.

Имеем *2-1 делит ^,999-l = x^+r-l = xr(^r-l)+(xr-l),
причем jcr-l делит \xzf -1, значит х2-1 делит хг-1, тогда

xr -1 < xr -1, т.е. z < r, что невозможно.

Итак, г = 0, тогда 1999 = <?, причем z<1999, тогда z = l,

значит j;(jc-1) = jc1999 -1, у = х1998 +....+Х + 1.

Ответ: если д: = 1, то у, z любые натуральные числа; если х > 1,

то {(*, 1,1999), (х, х1998 +... + Х + 1, l)}.
88. 1) Если х = 0, то у

= 0. Предположим, х>0. Имеем

x + -\Jx + <fx = у2, тогда V* + V* =jy2 -*<=> x + V*=(y2 — xjT .

Пусть j;2-jc = z, zgZ. Имеем Vx=z2-x. Пусть z2-x = f,

тогда ых — t, x = t2, где teN. Имеем f2+/ = z2 и так как

t2 </2+f<(/ + l)2, то /2 <z2 <(f + l)2 о /<|z|</ + l, что

невозможно.

Ответ: {(0,0)}.

2) Имеем ,99^с + 199^ =У"9 -*, тогда * + l99^ = z1999, где

1999 ~ / 1999 V999
z = у1т ~х9 zez , следовательно, л: = \z -х) .

Пусть z1999 - х = /, тогда х = Г1999, где / е Z . Имеем
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,1999+f = zl999o /(f,998+l)=z1999. (1)

Если / = 0,то z = 0, jc = zl999-f = 0, y = 0.

Пусть / Ф 0, тогда числа t, t199* +1 взаимно просты, значит из

(1) имеем

t = a

.1998
,

t
_ »1999

„„^ Л
т
^ 7t +1 = о , где a9b€Z .

z = ab

Имеем (a^^-b^fe^o Z>1999 - с1999 = 1, где с = а1998,

с е Z, с ? 0 , значит б1999 = с1999 +1 > 0 , т.е. 6 > 0.

Имеем (fe-4>1998 + 6J997c-k.. + 6c1997 + с1998)=1, значит

6-с = 1, т.е. 6 = с + 1, тогда (c + l)1999 -с1999 =1, однако

(с +1)1999 - с1999 > 1 +1999с для любого с > 0, значит

1 > 1 + 1999с о с <, 0, однако, по определению, с > 0. Итак, с = 0,

6 = с + 1 = 1, я1998=с = 0, т.е. я = 0, z = tf& = 0,

41998+l)=^19"=0, значит t = 0,x = zl999-t = 09y = 0.

Ответ: {(0,0)}.
89. Если Ъ = 0, то а = 0 или а = -1, значит |я+ 6с| = I2 . Пусть

Имеем (а2-62с2)+(а + 6с) = 6<=> (a-fec + lXa + fec) = fe2 . (1)

Предположим, существует простое р , которое делит числа

(я-fec + l), (я+ 6с), тогда из (1)/? делит Ь2, т.е. /? делит Ь, тогдар

делит а = (а + 6с)~6с, значит р делит 1 = (я-6с + 1)-а + 6с, что

невозможно. Итак , числа а-6с + 1 и а + bc взаимно просты,

причем |a-6c + l|-|a + 6c| = 62, значит |я + 6с| является полным

квадратом.

90. 1) Имеем Ulx + fi +^2х-^J = 6уо {lx + л/з)+ (2х-

~л/3) + 2л/4х2~3=6з;<=> л/4х2~3=3.у-2х=> 4х2-3 =

= (3>;~2х)2 <=>>>(4;с-3.у)=1.
И так как х, yeN, то jy

= 1, 4л: — 3>^ = 1, следовательно,

х = у = \.
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Ответ: {(l,l)}.
2) 1-й способ.

Имеем 2-л/з =\fx-Jy) <z> 2фсу-fi = x + y-2=>

^-л/з)2 =(х + у-2)2 о ^Л^ху+Ъ-^ + у-г)2),
следовательно, д/Зху = z, zeQ. Имеем 2-V3 =х + у-2л[ху =

= x + j;—7=^0 л/з(х + ;у--2) = 2г--3.

V3

Если jc + j;-2*0,to v3 является рациональным числом, что

невозможно. Итак, x + jy-2 = 0, значит 2z-3 = 0, т.е.

Гх + 3;-2 = 0 \х + У = Ъ
3 1 13

< . =>«{ 3 <=>* =
—, у =

— или х = —, >>
= — и

[2^-3 = 0 W =

-j
2 2 2 2

так как л/х-yj> = V2~V3 >0,то *>>>.

Итак, х = —, у = —.

2
'

2

2-й способ.

Имеем ^-<y[y=<j2-fi, *~у =^2-т/з , <Jx+<Jy =

Ых+^у

-?^. 2Гх=(Гх^)Л^-^)-^1^^^р-
V2-V3 V2-V3

= 2-f+x~y, 2^Щс={х-у+2)-Я, 4(2-V3)* =
V2-V3

= (х-7 + 2)2+3-2л/з(л:->' + 2)о 2-Уз(2-х-^) =
= (x-j> + z)2+3-8x.

Если 2-x-j>*0,to V3 является рациональным числом, что

невозможно, значит 2-х-у = 0, тогда (х-у+ 2) + 3-8х = 0,

1 3

следовательно, (х-(2-х)+2)2+3-8х = 0о х = — или х = —,

3 1
причем у = 2 -х ,

значит у
= — или у

= — соответственно, и так
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как л/х-^/у = \2-ыЪ >0,то х>у.

лишь в случае, когда —

Итак, х = —, v=~.

2
У

2

Ответ: |(|,1
3) Имеем х +^=У* ^У

=> х2 -y-\ = {2-x\fc.
Если 2-х* О, то Jу является рациональным числом, что

невозможно, ибо;; простое.
Итак, 2-х = 0, х = 2, у = 3.

Ответ: {(2,3)}.
91. Лемма 1.

Для любых положительных чисел xt,..., хп, ух,..., >>„

справедливо неравенство x,j>t +... + хпуп <

< ^[х2 +... + хп2 Д^,2 +... + у2), причем равенство достигается

Ух

'"

Уп

'

Доказательство.

Очевидно, {tyx - х1 )2 +... + ((у„ - хп )2 > О для любых

действительных значений /, причем равенство достигается при

/ = illL = .^L = — х"

Ух Уг
""

Л
*

Имеем /2(у!2 н-...*^2)-^/^ +... + xw;;J+(x12 + ... + х„2)>0
для любых значений /, значит дискриминант ?>>0, т.е.

Д = 4(х,Л +-+ хпуп)2 -*(х2 +,.. + х„2}?2 + ... + Л2)<0 о
(х|Л +... + Х^)2 <(Х2 +... + Х„2}у2 + ... + у2).

Лемма доказана.

Лемма 2.

Для любых положительных чисел *,,..., хп справедливо

неравенство х, + ... + хи >я^х,...хл , причем равенство достигается

лишь в случае, когда л^ =... = х„.

Доказательство.
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Проведем доказательство методом математической индукции.

При п = 2 неравенство очевидно.

Предположим, исходное неравенство справедливо для п и

докажем для (п +1). Действительно, х{ +... + хп+1 + (я -1) •

^^xv.jcn+l = (x, +... + *„)+(xw+1 +»yjxl...xn+l + ... + "^хР..х„+1)>

>п^х{...х„ + л^х„+1(хР..х„+1);^Г > 2n^xl...xn %xn+x(*,..,xw+1 )^T =

= 2я2\(х1...х„рТ = 2nn+^xv..xn+l , т.е. jcj + ... + xw+1 + (*i-l)-

•w+^*i-*«+i >2n»yjxl...xn+l <=> x, +... + *„+1 >(« + l>^1....xw+1 , что

и требовалось доказать, следовательно, исходное неравенство

справедливо для любого натурального значения я, причем, как

видно из рассуждений, равенство достигается лишь в случае, когда

Xj
= ... = Хп .

Лемма доказана.

1) Покажем, что л/4я + 1 < л/и + л/я + 1 < л/4я + 2 (1)

o4/7 + l<(V«+V« + lj < 4л +2 о 4я + 1<2/7 + 1 + 2л/я2+я <

<4я + 2 o2«<2V«2+/7 <2п + \<4пг <4п2 + 4п<4п2 + 4я + 1,

что очевидно.

Предположим, существует целое w такое, что

V4h + 1 < /я< V4w + 2
, тогда 4п + \<тг < 4я + 2, что невозможно.

Заметим также, что 4я + 2 не является полным квадратом, так как

4л + 2 делится на 2, но не делится на 4. Так как между числами

v4h + 1 и л/4я + 2 не существует целых чисел и V4« + 2 не

является целым числом (4л+ 2 не является квадратом), то

существует целое А, такое, что

? < л/4/i + l <4п+ л/я + 1 < s4n + 2 < к +1, значит

[>/4H + l]= [>/^ + л/^+Т]= [n/4« + 2].
2) Покажем, что >/9я + 8 < л/и + л/л +1 + л/я + 2 < л/9я + 9 . (2)

Если и = 1 или л = 2, то (2) очевидно.

Пусть я>3. Согласно лемме 1, имеем 1-л/и +

+ 1-л/лТТ+1-л/л + 2 <V(l + l + lX(« + 1)+(« + 2)+(« + 3))= л/9л + 9 .

98



Согласно лемме 2, V^ + Vh + 1 +V« + 2 >3%]п(п + \\п + 2).

Покажем, что 3^/и(/7 + lX« + 2) > V9/Z + 8 о 729я(/7 + lX« + 2) >

> (9я + 8)3 <=> 243/72 - 270я - 512 > 0, что очевидно, так как п > 3.

Итак, неравенство (2) справедливо для любого натурального
значения п.

Предположим, v9h + 8 < т < V9/7 + 9 , где meN о

9/7 + 8 </и2 < 9/7 + 9, что невозможно. Так как между числами

л/9/7 + 8 и V9/7 + 9 не существует натуральных чисел и

справедливо неравенство (2), то |у/7 + <>fn + l + V« + 2j = [79/7 + 8].
3) Покажем, что

л/16/7 + 23 < л/л +V« + 1 +V« + 2 +V« + 3 <Vl6« + 24 . (3)
Если /г = 1,..., 8, то (3) очевидно.

Пусть /7 > 9 .

Согласно лемме 1, имеем 1-л//7 + 1-л/я + 1+Ьл/л + 2 +

+ 1-VJtTJ<V(1 + 1 + 1 + 1X« + (w + 0+(w + 2)+(« + 3)) = V16/z + 24.

Согласно лемме 2, имеем V« +V^+1 + V« + 2 + л/я + 3 >

Покажем, что 4^//z(/z + lX« + 2Х« + 3) > Vl6/z + 23 о

48/z(/z + lX« + 2Х« + З) > (I6/7 + 23)4 <=>

/z(/z + lX« + 2X/z + 3)>f/z +^l . (4)

Имеем /z(/7 + lX" + 2Х« + 3) = (л2 + 3/z)(/72 + 3/z + 2)=(л2 + 3/z)2 +
+ 2[n2 +3/z)= (я2 +3/z + l| -1, тогда из неравенства (4) заключаем,

ЧТО (/72 +3/Z + 1J - /2 + >1о(«2 +3/7 + 1J - (/72+ /7 +

529ч2 t f л 313Y^ 2 47 745^
+ ) >1о 2/7 +—/7 + > 1, что очевидно, так

256 U 21бЛ 8 256J
как /z > 9 .

Предположим, Vl6/7 + 23 < w< Vl6/7 + 24 , где meN о
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16/1 + 23 <т2 < 16/1 + 24, что невозможно. Так как между числами

л/16/1 + 23, Vl6/i + 24 не существует целых чисел и справедливо

неравенство (3), то \>fn + V/i + 1 + V/i + 2 + V/1 + 3J= |Vl6« + 23J.

92. Имеем jc2jh2 -2 1999xy + 19992 =?c2 +y2 <=>

(г2>;2~2-1998ху + 19982)+2.1998 + 1 = х2+/+2хуо(ху-
-1998)2+3997 = (х + >;)2<^(х + >;-ху + 1998Х^У + ^);--1998) =
= 3997. Так как 3997 = (± lX± 3997) = (± 7\± 57l), то

\x + y-xy +1998 = ±1;±3997; ±7; ±571

[x + j; + xy-1998 = ±3997; ± 1; ±571; ± 7

Составим суммы и разности полученных уравнений в системах,

Г* + :

[ху-
(х,>;)={(±1999,0),(05±1999)}.

Ответ: {(± 1999, 0\ (О, ± 1999)}.

-;у = 1999;-1999;289;-289
получим <

, откуда находимJ л"
-1998 = ±1998; ±1998; ±282; ±282

'

93. Заметивчто ^ ч- "; »¦—>=—
»—-, тогда

(л + 1)2-(л + 1)+1 и2+л + 1

14+12+1 я4+л2+1 2l 3j 2l3 5, '2U 7>Г",+

К;^~;^ с учвпшусловия

-fl—г- 1 = —fl =—)оп2+л + 1 = т*+2о
21, «2+/i + lJ 21, w2+2j

w2+«-w2+lo 4w2+4« = 4w2+4o (2и + 1)2 =4m2+5o
(2я-2т + 1Х2я + 2т + 1)=5, причем m,nizM> 2n + 2m + \>

(2n + 2m + \ = 5
>2n-2m + \, значит < о w = « = l.

[2л-2>и + 1 = 1

Ответ: {(l,l)}.

94. 1) Пусть х = —, ^
= —

,

z = —, где a,b,c,keZ, кФО, к
к к к

является наименьшим общим кратным знаменателем чисел х, j;, z,

тогда a2 +b2 -Зс2 =0. (1)

1D0

имеем



Если с = 0, то я = 6 = 0. Если а = 0, то б2 = Зс2, значит

с = 0 (иначе V3 является рациональным числом, что невозможно),
тогда 6 = 0,

Аналогично, если 6 = 0,то а = с = 0,тогда x = y = z = 0.

Предположим, аЬсФО. Выберем решение уравнения (1) с

наименьшим значением |с| (с Ф 0). Так как а2 + 62 делится на 3, то

а, 6 делятся на 3 (fcM. jvfo 26.1 (2-й способ)), т.е. а = 3го, 6-Зя,

тогда 3\т2 + п2)-с2 =0, значит с делится на 3, т.е. с = 3/, где

/и, я, / е Z, следовательно, /и2 + я2 - З/2 =0. Таким образом,

(го, я, /) удовлетворяет (1), причем |с[ = |3/| > |/|, что противоречит

определению |с|. Получено противоречие.

Ответ: {(0,0,0)}.
п А /»

2) Пусть х = —, j; = —, z = —, где a,b,c,keZ9 кф0, тогда
? А А

а3+363+9с3+27а6с = 0. (2)

Если с = 0, тогда 36 = -я , значит 6 = 0 (иначе является

рациональным числом —
,

что невозможно), тогда а = 0.

Аналогично, если а = 0 или 6 = 0, получаем я = 6 = <? = 0, т.е.

х = у-z = 0.

Предположим, аЬсФО.

Выберем решение уравнения (2) с наименьшим возможным

значением величины \с\.
Из (2) заключаем, а3 делится на 3, т.е. а = Ът, где го е Z, тогда

9го3+63+3с3+27го6с = 0.

Аналогично 6, с делятся на 3, т.е. 6 = Ъп, с = 3/, где я, / е Z,

тогда го3 + Зи3 + 9/3 + 27гоя/ = 0, Таким образом, (го, я, /)
удовлетворяет уравнению (2), причем |о| = J3/J > j/J, что

противоречит определению величины \с\.
Ответ: {(0,0,0)}.

3)Пусть x =

j, У =
т> Z = T> t = j9rjiQa,b,c9d,keZ/С /С Л /С
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(t * О), тогда а4 + 2Ь4 = 4с4 + Sd4 . (3)

Очевидно, a = b = c = d = О является решением уравнения (3),

тогда х = y = z = t = 0.

Предположим, существует решение уравнения (3), для которого

хотя бы одно из чисел я, Ь, с, d отлично от нуля. Пусть для

определенности аФО. Среди всех таких решений выберем

решения с наименьшим возможным значением |я|.
Из (3) имеем а4 делится на 2, т.е. а = 2т, тогда

8/w4+fe4=2c4+4</4.
Аналогично Ъ = 2л, с = 21, d = 2гу где /и, л, /, г е Z, тогда

w4 + 2л4 = 4/4 + 8г4, таким образом, (w, я, /, г) удовлетворяет

уравнению (3), причем \а\ = |2т| > \т\, что противоречит

определению \а\.
Ответ: {(0,0,0,0)}.

4) Пусть х = —, >> = —, z = —, f = —-, где a,b,c,d,keZ
/С /С /С /С

(A 4ft0),тогда а5+265+11с5+33</5 =0. (4)

Очевидно, a = b = c = d = 0 является решением уравнения (4),
тогда x = jy = .z = f = 0.

Предположим, существует решение уравнения (4), для которого

хотя бы одно из чисел а, Ь, с, d отлично от нуля.

Пусть для определенности а*о, тогда среди всех таких

решений выберем решение с наименьшим значением величины |д|.
Заметим, что п5 при делении на 11 дает в остатке 0; ± 1.

Действительно, если п = (l Ik +1)5; (l It - 2)5; (l It + З)5; (l It + 5)5,
то остаток при делении на 11 равен 1; если п = (l It -1)5; (l It + 2)5;
(llt-3)5; (llt-5)5, то остаток равен (-1); если w = (llt)5, то

остаток равен 0 для любого целого к.

Согласно (4), а5 +2Ь5 делится на 11, причем, если а или Ъ не

делятся на И, тогда остаток при делении числа а5+2Ь5 на 11

равен ±2;±1;±3, что невозможно. Итак, а, Ъ делятся на И, т.е.

а = 1 Хт, 6 = 11л, где m,neZ, тогда
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114 a5 + 2 • 114b5 + c5 + 2<tf
2
= 0, следовательно, с5 + 2</5 делится на

11, значит с, d делятся на 11, т.е. с =111, <i = llr, где /,reZ,

тогда т5 + 2я5 +11/5 + ЗЗг5 = 0. Таким образом, (го, n, /, г)
удовлетворяет уравнению (4), однако \а\ = |l 1го| > |го|, что

противоречит определению \а\.
Ответ: {(0,0,0,0)}.
95. Очевидно, z>l. Имеем x<z, y<z, тогда x<z-l,

y<z-l, значит 1999rz1999 = 1999*х1999 + 1999V"9 <

< 2 • 1999*4 (z -1)1999, т.е. 1999V999 < 2 -1999'"1 (z -1)1999 о
/ Л1999

1999'
что невозможно, так как

ч1999 / ,
х1999

Ответ: {0}.
96. 1)Если xyz = 0,TO х2+у2 =0о х = ^ = 0.

Предположим, xyz^O.

Пусть af = (*, у), т.е. * = */я, >; = <#>, где (а, б) = 1, тогда имеем

а2 + б2 = я&г.

Покажем, что аб, а2 + б2 взаимно просты.

Предположим, существует простое р, которое делит числа ab,

а2 +Ъ2. Так какр делит ab, тор делит а илир делит А. Пусть для

определенности р делит а, тогда р делит б2 = [а2 +Ь2)- а2, т.е. />

делит 6, что невозможно, ибо (а, й)=1. Итак, (а2 +62, я&) = 1,

причем ab делит а2 +Ь2, значит аб = ±1, т.е. а = ±1, 6 = ±1,

следовательно, z = ±2, причем x = ±<i, y = ±d (так как x = ad,

y = bd).

Ответ: {(0,0, z), (± d, ± d, 2), (± d, + d,- 2) :d,zeZ}.
2) 1-й способ.

Если xyzt = 0, то х2 + jy2 + z2 = 0 <=i> * = у = z = 0 .

Пусть xyzt •*¦ О. Пусть d = (х,jy, z), т.е. х = ad, у = bd , z = cd,

где (я, 6, с) = 1, тогда а2 + б2 + с2 = 2а6с<# . (1)
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Так как (а, Ь9 с) = 1, то среди я, 6, с хотя бы одно нечетное,

причем из (1) а2 + Ъ2 + с2 четно, таким образом, среди чисел а, 6, с

ровно два нечетных и одно четное. Пусть для определенности

я = 2/и + 1, 6 = 2л + 1, с = 2к9 тогда из (1)

4^2 + да +/i2+/i + *2)+2 =4(2w +1X2/I+ 1>Ы1Г, что невозможно,

так как левая часть не делится на 4, а правая делится.

Итак, х = y = z = 09t любое целое число.

2-й способ.

Если xyzt
= 0, то х2 + jy2 + z2 = О О ^

_

-^
_

z
_ q

Предположим, xyzt * О.

Пусть х = 2та9 y = 2"b, z = 2kc9 где m9n,keZ9 m,n,k>0;

а,Ь,с- нечетные числа.

Пусть для определенности т<п<к .

Если т<п<к, то х2 +;у2 +z2 =2xyz/ О a2 +4w"wfe2 +

+ 4к~тс2 -2^~m^k~m^labct, что невозможно, так как слева -

нечетное число, справа
- четное.

Если т = п<к9 то а2 + Ъ2 + 4к~тс2 = 2k~m+labcty что

невозможно, так как число, стоящее справа, делится на 4, а слева не

делится на 4.

Если т = п = к 9 то а2 + б2 + с2 = 2m+l abet, что невозможно, так

как слева - нечетное число, справа четное.

Ответ: {(0,0,0,/):reZ}.
3) 1-й способ.

Если xyzt = 0, то х2 + у2 + z2 +12 - О о x = ^ = z = r = 0.

Предположим, xyz/^О. Пусть 5 = (х, у, z, t)9 тогда x = as,

y
= bs, z-cs9 t = ds , где (a, 6, c, <i) = 1, причем

a2 + fe2 + c2 + d2 = 2a*ofc2. (2)
Так как (я, 6, с, <i)= 1, то хотя бы одно из чисел а9 Ь9 с, d

является нечетным, причем а2 + Ъ2 + с2 + rf2 четное число, значит

либо все а, 6, с9 d нечетные, либо ровно два из них четные, либо

ровно два - нечетные.

Рассмотрим a, b9c? d - нечетные числа, т.е. а = 2т +1,

6 = 2я + 1, с = 2? + 1, аГ = 2/ + 1, тогда а2 +Ъ2 +с2 +d2 =

= 4(т(Аи + 1)+л(я + 1)+?(? + 1)+/(/ + 1))+4= 8г + 4,где т9п9к,19
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reZ, тогда из (2) 8r + 4= 2{lm +№n+ \)?k + \fel + \)s2, значит

s-2q, где qeZ, следовательно, 2r +1 = 2#2 (2ro + 1)(2я +1)-
• (2/ + \)Ц2к +1), что невозможно, так как слева - нечетное число,

справа
- четное.

Рассмотрим я, Ъ нечетные; с, d четные, т.е. а = 2т +1,

6 = 2я + 1, с = 2А, </ = 2/, тогда из (2)

4\т2 +т + п2 + п + к2 +/2)+2= 8(2m + lX2/7 + l)?fe2, что

невозможно, так как левая часть не делится на 4, а правая
- делится на 4.

2-й способ.

Если xyzt
= 0, то x2+/+z2+/2=0o x = j; = z = / = 0.

Предположим, xyz/*0.

Пусть x = 2wa, ^ = 2И6, z = 2kc, t = 2ld, где a,b,c,deZ;

w, я, ?, /-целые неотрицательные числа, тогда

4т а2 + 4" б2 + 4* с2 + 4' </2 = 2
w+w+*+/+1

обо/. (3)

Пусть для определенности т<п<к<1. Предположим, т<п,

тогда из (3) a2+4,,-w^2+4A:-wc2+4/-wrf2=2(,,^^+/+1afecrf, что

невозможно, так как слева- нечетное число, справа
- четное. Итак,

т-п.

Предположим, т = п<к9 тогда из (3) а2 +Ъ2 +4к~тс2 + 41~т =

= 2к+м abed, что невозможно, так как левая часть не делится на 4,
а правая часть делится на 4.

Итак, т = п = к. Предположим, т = п = к < /, тогда из (3)

a2 +b2 +c2 +4l~"'d2 = 2k+l+l abed, что невозможно, так как левая

часть - нечетное число, правая
- четное число. Итак, т = п = к = 1,

тогда а2 +Ъ2 + с2 + <tf2 = 2k*i+labcd, где а, 6, с, <tf нечетные числа,

что невозможно (см. 1-й способ).
Ответ: {(0,0,0,0)}.
97. 1) 1-й способ.

Пусть и = z + xyt, тогда х2 + >>2 + (и - ху/)2 = x2y2t2 о

х2 +у2 +и2 = 2xyut <=> х = у = и = 0 (см. № 96), значит

z = и - xyf = 0.

Итак, * = j; = z = 0,f-любое целое число.

2-й способ.

Если ху = 0, то х2 + j>2 + z2 = О О x = y = z = 0.
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Предположим, ху^О. Пусть d = (x, у, z), т.е. x = da, y-db,

z = dc, где (а, Ь, с) = 1, причем а2 + б2 + с2 = a2b2d2t2 . (1)
Если а, 6, г/, / нечетные числа, тогда из (1) с нечетное число,

тогда а = 2го +1, 6 = 2я +1, c = 2k + l, abdt = 2/ +1, значит

(2m + l)2+(2« + l)2+(2A: + l)2=(2/ + l)2o 2(/2 +/-m2 -/w-V -

-я-А2-?) = 1, что невозможно.

Итак, среди чисел я, b, d, t хотя бы одно четное, т.е. abdt = 2/,
где /eZ.

Так как (а,Ь, с)=1, то хотя бы одно из них нечетное число,

причем а2 + Ъ2 + с2 = 4/2, значит среди а, 6, с ровно два нечетных,

одно - четное, тогда (2m +1)2 + (2я +1)2 + (2?)2 = 4/2 о

2(/2 -к2 -т2 -т- п2 - я) = 1, что невозможно.

Ответ: {(0,0, Oj):teZ}.
2) 1-й способ.

Пусть u = t + xyz, тогда х2 + j>2 +z2 +(w-xyz)2 = jc2jy2z2 <=>

х2 +у2 -hz2 +u2 =2xyzuo х = y = z = 0 (см. № 96), тогда

t = u-xyz = 0 .

Итак, х = y = z = / = 0.

2-й способ.

Если xyz = 0, то х2 + j;2 + z2 + /2 = 0 О x = y = z = t = 0.

Предположим, xyz*0.

Пусть m = (х, j>, z, /), т.е. х = am, y = bm9 z = cm9 t = dm9 где

(а, 6, с, </) = 1, тогда а2 +Ь2 +с2 +d2 = a2Z>Vm4. (2)

Так как (а, 6, с, <tf) = 1, то хотя бы одно из чисел а, Ь, с, d

является нечетным числом.

Если я, b, с, m нечетные числа, тогда а = 2Л +1, 6 = 2/7 + 1,

с = 2/ + 1, abcm2=2r + \, значит {2к +1)2 + (2л +1)2 + (2/ +1)2 +
+ rf2=(2r + l)20^2=2(2(r2+r-^2-A:--w2--^-/2-/--l)+l)
делится на 2, но не делится на 4, что невозможно.

Итак, число abcm2 является четным, т.е. abcm2 =2г, тогда из

(2) заключаем, что либо все а, Ь, с, d нечетные числа, либо ровно

два из них четные, ровно два
— нечетные.
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Рассмотрим а = 2? + 1, b = 2n + l, с = 21, d = 2s, тогда

(2* + l)2 +(2л + 1)2 +(2/)2 + (2*)2 =(2г)2 О l = 2(r2 -*2 -/2 -*2 -

-к-п1 - я), что невозможно.

Если я, 6, с, <i нечетные числа, т.е. а = 2? +1, 6 = 2п +1,

с = 2/ + 1, d = 2.s + l, тогда с учетом, что abcm2 четное число,

заключаем
- т четно, т.е. abcm1 делится на 4, abcm1 = 4и , w e Z,

значит из (2) (2А: +1)2 + (2л +1)2 + (2/ +1)2 + (2s +1)2 = (4uf о
1 = 2(2и2 -к2 -к- п2 -n-l2 -l-s2 -s), что невозможно.

Ответ: {(0,0,0,0)}.
ЛО ,, ^ kyz ^

kxz
^ кху

98. Можно считать, что х<-^—, у< , z<——.
2^2 2

Действительно, если, например, z > ——, то, приняв z,
= кху - z,

2 2 2, ^ кху
получим х + у +z} = kxyzx, причем z, < ——.

Пусть для определенности х < у < z, тогда

fe^sfe-.iO, значит tel'.x' + .ute-.Ys(f) -*"¦/¦(*-)
Л . „2 , ['*ху „^ _^ Г**И ^^^„г^ГЬу

х2 + 2jy2 > Аху
2

и так как х <
у, то З^2 > кху2 о Ах < 3, т.е.

Ах = 1; 2; 3.
__ О О О 0 0 0

Если Ах = 1, то х + у + z = yz, однако х +у +z >

> у2 +z2 > 2yz > yz, что невозможно.

Если far = 2, то х2 +у2 +z2 =2yzO x2 +(y-zf = 0о

х = 0 , у = z, что невозможно, ибо х > 0 .

Если Ах = 3, то к = 1 или к = 3.

Если А: = 1, то, например, х = у = z = 3 .

Если к = 3, то, например,, х = у = z = 1,

Ответ: {l;3}.
99. 1) Если р = 2, то ти = 13, что невозможно, так как п > 1.

Итак, р ф 2. Аналогично /? ф 5.
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Рассмотрим р^З. Согласно биному Ньютона, имеем

2Р +3Р =2Р +(5-2)р =2Р +(5Ч + р(5-2р-1)-2р)=5(5к + р2р-1),
где к е Z.

Так как р*5, то 5\рк + р2р~1) делится на 5, но не делится на

52, значит тп делится на 5, но не делится на 52, что невозможно,

ибо п > 1.

Ответ: {0}.

2) Если р = 2, то тп = 25, т.е. w = 5, я = 2 .

Если р = 7, то т" = 72 • 379, что невозможно, так как я > 1.

Предположим, /> > 3, рФ1, тогда, согласно биному Ньютона,

имеем Зу,+4^=3/,+(7~3)/,=3/?+(72/ + р(7-3/?-1)~3/7)=
= 7(7/ + р • 3я"1), где / € Z, значит w" = 7(7/ + р • Зр~х) делится на 7,

но не делится на 72, что невозможно, так как п > 1.

Ответ: {т = 5, п = 2, р = 2}.
100. Пусть z = -д;, тогда х6 - x3z - z1999 = 0 <^>

4х6 -4x3z + z2 = z2 + 4z1999 о (2x3-zf = z2(4za997 +l). (1)

Если z = 0, то >>
= 0, х = 0. Предположим z*0, тогда из (1)

заключаем, что z > 0,

Имеем I 1

з ^2 2х3
= 4z1997+l. Пусть ——1 = /, где /е?>

z

тогда t2 = 4z1997 +1 - целое число, значит / - целое число, причем

4zI997 + l - нечетное число, значит t - нечетное число, т.е.

f = 2s + l, тогда (2^ + l)2=4^l997+lo s(s + \)-zl99r' 9 причем

(y,5 + l)=l, значит

s + l = ami

ls = b1997 => al997-6,997=l, где *,*><=#.

\z = ab

Имеем (а -Ьр996 + am5b+... + ab1995 + b1996)= 1, следовательно,

a-b = l, тогда (fc+l)1"7-*,1997 = 1, однако, (b + lf997 -b1991 =

= (6+1)1996 + (6 +1)1995 b +... + (6+1)Ь19И + 61996 ?1997, ибо b > 1.

Получено противоречие.
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Ответ: {(0,0)}.
101. 1-й способ.

Пусть z=x+y, zeZ
, тогда

ife + yf -Зху(х + у))+ху = 11о z3 -3xyz + xy
= 11о

(3z)3 -1-296 л 2 0 ,
296

значит 27ху = -*—* = 9z + 3z 11 , причем
3z-l 3z-l

У

296 = 8-37, значит 3z-l = ±l;±2;±4;±8;±37;±74;±148;±296

(так как 3z-l делит 296), значит z = 0; -1;3; -12; 25; -49; 99,

.z = jc + j;-0;-l;3;-12;25;-49
тогда из (1) находим ,

(ху = 11;3;2;47;211;795

Решая полученные системы, находим (*, у) = {(2, \\ (l, 2)}.
2-й способ.

Пусть z = x + y9 где zeZ? тогда х3 + x(z-х)+ (z-х)3 = 11 о

x2(3z-l)-x(3z2^z)+(z3-ll)=0. (2)

Решим уравнение (2) относительно х.

Найдем дискриминант D = (3z2 - z) - 4(3z - l)(z3 -11}=
= (3z-l)(44-z3-z2). Очевидно, если z>4 или z^O, то ?><0,

что невозможно, следовательно, z = 1; 2; 3 . Если z = 1 или z = 2,

тогда корни уравнения (2) не являются целыми числами.

Итак, z = 3 , тогда из (2) х2 - Зх + 2 = 0 о лс = 2 или х = L,

значит ^
= z - х = 1 или у = 2 соответственно.

3-й способ.

Имеем (x + jy)(x2 -*y + jy2/=U-xy .

Так как х2-ху + у2 делит П-ху, то

|х2-ху + ^21<|П~ду|о (х2-яу + >>2)-(11-х)/)2 >0о

(х2 -ьу2 -1 lXfr-.y)2 + п)< 0, значит х2 +у2 -11 < 0 о

x2+j;2 <11=> i
, тогда { ,
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При подстановке данных х,у в исходное уравнение находим

(х,зО={(2ЛНЬ2)}.
Ответ: {(2,\\(\92)}.
102. Если z = l, то (x2+>>2)-(x2-j>2)=2xyo 2>>2=2ху,

значит х = у.

Если z = 2, то, очевидно, х, ^
- любые натуральные числа.

Пусть z > 2. Имеем 1 =

Если х Ф у, то

2ху

х^+У

2ху

2 2 Y

2 2 .

2ху

х2 +у2

л У

х +у

2 2
х + ;у

2ху

<1,
2 2

* -.У
2 2

х^ + ;у

<1,

2 2 Л

х2 +у2
= 1,

тогда

что

невозможно.

Ответ: если z = 2, то х,,у
- любые натуральные числа;

если z * 2, то х = у .

103. Имеем
'х + 1' ^x + l^x-l), тогда

^*J
х + 1 х-1

= х2-1

(очевидно, х * 1).

Пусть z = , z e Q .

х-1

Так как zeQ, z^ e iV, то zeN, значит z = 1 +¦
х-1

целое,

т.е. х-1 делит2,тогда х-1 = 1 или х -1 = 2 о х = 2 или х = 3.

Если х = 2, то у
= 1; если х = 3, то у

= 3 .

Ответ: {(2, l\ (3,3».
104. 1) Очевидно, у Ф 1, х * 1.

Есди х = 2,то 2У = у + 2. Заметим, что 2У >у + 2 для любого

у > 2, следовательно, jy = 2 .

Предположим, х > 3, тогда у
= х^ - х = х(х^ -1]> З^"1 - 1]=

= З^ - 3, однако у < У - 3 для любого jy > 1. Получено

противоречие.
Ответ: {(2,2)}.
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2) Очевидно, х ф 1, у ф 1.

Если х = 2,то 2У + у2 =Зу + 2.

Если у>3, то 2^+>;2 >8 + .у2 >8 + 3^>3>; + 2, что

невозможно. Итак, у = 2 .

Аналогично, если j;
= 2 , то х = 2.

Предположим, х > 3, >> > 3, тогда З^4 > у +1, значит

>;x+x(^-1~3;-l)>>;+3(3j;-,->;-l)><y,T.e.
у* +х(л^~1 -у-\)>у <=> j^+x^xy + x + y, что противоречит

условию.

Ответ: {(2,2)}.

105. 1) Имеем Ах1 + 4х + 1 = 4>;2 +1 <=> (2х + lj2 - (2j>]p =Ю

О x = j> =0 или
/ \/ \ f2x —2v-l = ±l
(2x-2^ + lY2x + 2^ + l)=lo JV ' Д * }

\2х + 2у + 1*=±1

х = -1, у = 0.

Ответ: {(0,0)i(-1,0)}.
2)Пусть x = z-l,тогда (z-l)z(z + l)=j;2 О z(z2~l)=y2. (1)

Если z = 0 или z = ±1, то у
= 0, значит х = 0 или х = -1 или

х = -2.

Пусть |z|>l, тогда z2-l>0, значит из (1) заключаем z>0,

причем |z| > 1, значит z > 2. Так как z, z2 -1 взаимно просты, то из

(о
2 л

_
гЛz2 -i = Zr , где a,beZ, тогда z - Zr = 1 <=>

у = а6

(z-feXz+*)=1<:> 1
"""

° * = ±1, 6 = 0, тогда j;
= flA = 0,

[z + fe = ±1

значит х=0;-1;-2.

Ответ: {(о, 0)[(-1, <>Н-2,0)}.
3) Имеем х(х + lX* + 2Х* + 3) - (х(х + 3)Хх + $* + 2) =

= (х2 + 3х)(х2 +3х + 2)=(х2 +3xf +2(x2 + 3х)=(х2 ч-Зх + l)2 -1.
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Пусть х + Зх +1 = z , тогда, согласно условию, имеем

/=22-lo (z-yXz + y)=l<z> \
У~

о z = ±l, j; = 0.

[z + y
= ±1

Так как у = 0, то х = 0; -1; -2; -3 .

Ответ: {(0,0\ (-1,0)> (- 2,0), (- 3,0)}.
4) Покажем, исходное уравнение неразрешимо в натуральных

числах. Очевидно, х ф 1. Если х четно, то числа х +1,

х(х + 2)(х + 3) взаимно просты. Действительно, предположим
x + \ = dm, х(х + 2Х* + 3)=б&7, где d,n,meN.

Так как х четно, Оделит х +1, то d нечетно.

Имеем (dm-lXdm + l)(dm + 2)=dn<?> d\d2m3 +2dm2 -m-n)=
= 2, значит d делит 2, d = 1, что и требовалось доказать.

Так как (х +1) и х(х + 2Х* + 3) взаимно просты, тогда, согласно

условию, имеем х +1 = t3, х(х + 2Х* + 3) = х3, где z,te N .

Заметим, (х +1)3 < х(х + 2Х* + 3) < (х + 2)3 для любого х > 2,

тогда (х +1)3 < z3 < (х + 2)3 о z +1 < z < х + 2 , что цевозможно.

Ерли х нечетно, то х + 2 и х(х-ИХ* + 3) взаимно просты.

Действительно, предположим, х+2=dm, x(x + lXx + 3) = drc, где

d,m,neN. Так какхнечетно, dделит х + 2 , то afнечетно.

Имеем (dm-2Xdm-i)[dm + \)=dn<?> d[n-d2m3 +2dm2 + m)=
= 2, значит Оделит 2, т.е. <tf = 1, что и требовалось доказать.

Так как х + 2 и x(x + lX* + 3) взаимно просты, то, согласно

условию, х + 2 = t3, х(х + lX* + З) = z3, где z,teN . Заметим, что

(x + l)3 <x(x + lXx + 3)<(x + 2)2 для любого х>2, тогда

(х +1)3 < z3 < (х + 2)3 о х +1 < z < х + 2, что невозможно. Итак,

исходное уравнение неразрешимо в натуральных числах. Если

х = 0;-1;-2;-3, то у
= 0. Предположим, х<-4. Пусть

а = -3-х, тогда а>1, причем у3 =х(х-ИХ* + 2Х* + 3) =
= а(а + \\а-\-2\а-\-3), значит у>\. Получаем

у3 =а(а + \Ха + 2\а + 3), что невозможно, так как а,уе N .

Ответ: {{0,0\ (-1,0\ (- 2, о} (- 3, о)}.
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5) Пусть х > О. Так как х, х +1 взаимно просты, то, согласно

\х = а"

условию, имеем < х +1 = Ъп , где a,beN, тогда Ь" - а" = 1 <=>

[уп=(аЬ)"
(b - а)^""1 + b"-2a +... + fea"-2 + ап~х )= 1, значит 6 - а = 1,

6
й"1 +6w~2a + ... + aw~1 =1, что невозможно, так как

b"~l + ... + а"~1 >1 + 1 = 2. Итак, исходное уравнение неразрешимо в

целых числах, где х натуральное число. Если х = 0 или х = -1, то

у
= 0.

Предположим, х<~2. Пусть с = -х-1, тогда с>1, причем

х(х +1) = с(с +1). Имеем с(с + \) = у", где с натуральное число, что

невозможно.

Ответ: {(0,0\ (- 1, о)}.

6) Очевидно, х Ф1.

Пусть х > 1. Примем х +1 = z, где z > 2, тогда

z(z-lX^ + l) = yw <?> z(z2-l)=jyw и так как z, z2-l взаимно

просты, z = а", z2 -1 = bn, jy" = (аб)", где a,beN, тогда

(а21 -1 = Ъп о (а2 j
- b" = 1, что невозможно (см. пред. пункт).

Итак, исходное уравнение неразрешимо в целых числах, где

х>1.

Если х = 0 или х = -1 или х = -2, то у
= 0.

Предположим х < -3. Пусть с = -х - 2, тогда с > 1, причем

х(х + 1Х* + 2)=--с(с + 1Хс + 2).Имеем c^lXc^^-^" , где с>1.

Так как с{с + lX^ + 2) > 0 , то п нечетно (иначе, если п четно, то

у">0, \-у")<0), значит c(c+l\c + 2) = (-у)" неразрешимо в

целых числах, так как с > 1.

Ответ: {(О, 0\(-1,0\{- 2, О)}.

7) Пусть п > 3 (случай п = 2 , см. 3).)

Покажем, что исходное уравнение неразрешимо в целых числах,

где х натуральное число.
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Очевидно, х Ф1. Если х четно, тогда (х +1), х(х + 2)(х + 3)
взаимно просты (см. 3)), значит, согласно условию, х +1 = ап,

х(х + 2\х + 3) = Ь"9те a,beN, тогда (aw -ljftf" +l)(aw +2)=Z>" О
я3л+2а2"-а"-2 = гЛ

Пусть а" =с, тогда с3+2с2-с-2 = 6и, где сеN. Так как/х

четно,то х > 2, с = х +1 > 3.

Заметим, с3 < с3 + 2с2 - с - 2 < (с +1)3 для любого с > 3, тогда

(а")3 <6Я <(a/,+l)3<(a3+l)w, значит я3<ф|<я3+1, что

невозможно.

Покажем, что для любого и>3.

Имеем (а3 +1)> а3п + С.'в3*^ + C„V(""2) +1 = аЪп + «а2иап-3 +

+ «^Zl)aV(»-3) + 1>a3»+3a2„+3an+1 = (a»+1)3) что „

требовалось доказать.

Если х нечетно, то х + 2, х(х + lX* + З) взаимно просты (см. 4)),

тогда, согласно условию, имеем х + 2 = ап, x(x + l)(x + 3) = b", где

a, Z> e W, значит (яЛ-2)(аи ~l)(aw+1)-6и О я3и -2я2" -а" *2 =

= 6" о с3 -2с2 -c + 2 = Z>", где с = яи, се//, с>4 (так как

с = х + 2>4).

Заметим, что (с -1)3 < с3 - 2с2 - с + 2 < с3 для любого с > 4,

значит (аи -1j < Ъп < а3п , причем [а3 -1| < (я" -ljr для любого

w>3, тогда (а3 -1) <Ъп <аЪп о а3-1<ф|<а3, что

невозможно.

Покажем, что (а3 - if < (ап - \J . (*)

Для п = 3 неравенство (*) справедливо.

Предположим, (*) справедливо для к и докажем для (к +1).

Имеем = \а + >а > а -1

{ а* -I ) К ак -1

{a^-l)>(ak-\)(a3-\)>(a3-\)(a3-l)^-\f\ что и

требовалось доказать.
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Итак, исходное уравнение неразрешимо в целых числах, где х

натуральное число. Если х = 0, или х = -1, или х = -2, или

х = -3 , то у
= О. Предположим, х < -4. Пусть z = -3 - х, тогда

z>l, причем x(x + lX* + 2X* + 3) = z(z + lXz+2)(z + 3), получаем

уравнение z(z +1X^ + 2X^ + 3) = у" в целых числах, где z

натуральное число, следовательно, оно неразрешимо.

Ответ: {(0,0), (-1, 0\ (- 2, 0\ (- 3, о)}.
106. Очевидно, х > у.

Имеем х(х2 -у2)х -х = у(х2 ~у2)х + У <=> (*-УЛ*2 -у2)* =

У У

= х + у <=> {х - у\х - у)~х~(х + y)l = х + у о

{x-yf^={x + yf-x <* (х-у)»' ={х + уГУ (1)

<=>(х-у)7^у~ ={x + y)7w <=> ln(x-y)7^ = 1п(х + у}7^ о

1п(х-у)=1п(х + у)
х-у х+у

Рассмотрим /(/) = —, где t > 0 ,

f'(t) = —-—. Если t > 3 , то /'(/) < 0
, значит f(t) убывает на

полуинтервале (3, + оо), следовательно, если п > т > 3 , тогда

f(n)<f(m). Предположим, х-у>3, тогда х + у >х-у>3,

л \ п( \ ln(x-y) 1п(х + у)
значит f\x-y)>f(x +y)o —-— >—^—> чт<>

х-у х + у

противоречит (2).

Итак, х - у = 1 или х-у
= 2.

Если х-у = 1, тогда из (1) х + у = 1, тогда

2у = (х + у)-(х-у) = 1-1 = 0, что невозможно, ибо у>0. Если

х-у = 2 , тогда из (1) (х + у)2 = 2*+у. Так как 22 > z2 для любого

z>4,to х + у
< 4, причем х+у>х-у=2, т.е. х + у

> 3 .

Гх + у = 3
Таким образом, х + у = 3 или х + у

= 4, причем < о

|х-у = 1
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[y = l [x-y =

Ответ: {(2, l)}.

= 4 |х = 2,5

1 U = l,5

107. Очевидно, тФп.

Рассмотрим т>п. Имеем т\=(п-\)\п(п + \)...т, т.е. т\=ап,

где aeN, n\=bn, где 6 = (/7-l)l, значит

(/7.')w! -(/и!)"! = {bn)an ~{an)bn =n"{bannan-" -abnnbn-n) делится на

nn, следовательно, 28 = 22-7 делится на яи, значит /7 = 1 или

л = 2. Очевидно, /i Ф1.

Если /7 = 2,то 2w!-(m!)2=28o 2k =А2 +28, где Л = т!.

Если А > 6, то 2* > к2 + 28, что невозможно, значит к < 6, т.е.

и!<6о /и = 1;2;3.

Подстановкой убеждаемся, что /и = 3.

Итак, /7 = 2, т = 3.

Если /7 > /и, тогда аналогичными рассуждениями получаем, что

/иот делит 28, т.е. т~\ или т*=2. Если /и = 1, то /т!=29, что

невозможно. Если т = 2, то (я!)2 - 2и! = 28 <=> /2 - 2' = 28, где

/ = /z! (/ > 2, так как /7 > 1). Однако /2 -2; < 0 для любого / > 1.

Получено противоречие.

Ответ: {т = 3, п = 2}.

108. Таккак 4п-4гГл= г

*

, Vl999 -Vl998 =

v«+v« -1

то, согласно условию имеем

il997

Vl999+Vl998
'

V«+V^+T==(Vl999+Vl998)1997
Пусть а = (л/1999 + ¦*}№%)"", 6 = (л/1999 - Vl9ft)f
Заметим, что аЪ = 1.

Имеем ^ _

,
=> 2Ып=а+Ьо п = \ =

V^-V^7 = & I 2 )
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= Ца2 + Ъ2 +2ab)=-(a2 +b2 + 2)= -((з997 + 2>/3994002}"? +

+ (3997 - 2V3994002)1997 + 2) =
по биному
Ньютона

3997,997+1 .
J xr

+ 2) = с + = */,где c,deN,

= -((239971997+4с)+
4 '

Итак, л = eN.

Покажем, что я =
а + Ъ

удовлетворяет условию, а именно

<s>

я + &1 л
а-Ъ

-1 = о

очевидно.

1=1 ^т—1 о а? = 1, что

Ответ: {[^^±А] , где а,6 = (>/l999 ±л/1998)'"7 }.

109. 1) Имеем (1)
(/7 + 1Г1_20001999

п»+1 19991999
'

Так как и, и +1 взаимно простые числа, то (п + l)w+1, w"+I также

f(W+iri=20001999
взаимно просты, значит (2)

К+!=19991999
Так как простое 1999 делит nn+l, то 1999 делит л, значит

п > 1999, тогда ли+! > 19992000 > 199919" , что противоречит (2).

Ответ: {0}.
2) Так как исходное уравнение неразрешимо в натуральных

числах, то п<0, т.е. п = -т, где те N, тогда

'i-±
-m+l

'i+.'
ч1999

V

т-\ s

1999J
f 1

! I f w~! I
, причем 1 = =

\ m) \ m J
f \m-\

¦Ш - \+-
m-\

m-\ \k

-^b , где к = т -1, к е N .
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(* + l)* 20001999 f(* + l)*=2000Имеем -*—-г2— = ~r- <=> { f
. (3)

** 19991999 [**=19991999
Из (З) заключаем, что А: = 1999 о т = ? + 1 = 2000,

Л = ~т = -2000 .

Ответ: {-2000}.
110. Имеем 2 = 25 - 23 = (ху2 + >>z2 + zx2)- (х2>> + y2z + z2x)=

= (*-;иХ;У-*Х*-*)>т-е- (я-Лу-^-^Ь2- (1)

Пусть для определенности х<у <z , тогда х - >>< 0, jy - z < 0,

z -х > 0, причем (х - у)+ (у - z)+ (z ~x) = 0, следовательно, из (1)

Гх-у = -1 .

Г>; = х + 1
^~z = -lo < , тогда, согласно условию,

z = x + 2

[z-x = 2
l

x2(x + l)+(x + lf(x + 2)+(x + 2)2x = 23c> 3x3 +9x2 + 9x-21 = 0 о

(х-1ДЗх2 + 12x + 2l)=0o x = l, значит j;
= x + l = 2,

z = x + 2 = 3 . Аналогично, если у < z < x или z < x < у , получаем

д> = 1, z = 2, x = 3 или z = l, x = 2, j; = 3 . Если x < z < j; или

y<x<z или z<j/<x, то (x - y\y - z\z - x) < 0, что

противоречит (1).

Ответ: {(l, 2, 3), (2,3, l), (3,1, 2)}.
111. 1) Пусть , где m,keN, тогда к <4т <Н1о

?2 < m < (# +1)2 <=> к2 <т<к2 +2к, следовательно, сумма,

состоящая из слагаемого, ik2+i +...+

+ [^к2+2к] = к4-...+к = к(2к + \), значит [v/TJ+...+Га/я2 -1~| =

= ^к(2к + 1)^(2к2+к)=2^к2+^к = 2^-1^2"'1К
к=\ к=\ к=\ к=\

"

п(п-\) п(п- lX4«+l) 0 l2 2 «fo + O^+ O+—* - = —- -
-. Покажем, г+... + я =-* ^ ?

2 6 6

i2 / ,\2 («~lW2«-l)
тогда 1 + ... + (л-1) = ¦* ^ '-.

6

Имеем л3 +3и2 +Зп = (я + 1)3 -1 = ((и +1)3 -л3)+(я3 -(«-l)3)+
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+...+(23-13)=(зи2+Зи + 1)+(з(и-1)2+з(и-1)+1)+...+
11
2

+ (зА2+ЗЛ + 1)=з?к2+3^к +?\ = з?к2+3&^+п,
к=1 к=\ *=1 *=1

откуда J*2=- -—г = «fc+i^+i)

2) Пусть p/wJ=A:, где m9keN, тогда к<Ут <? + !<=>

?3<aw<(? + 1)30 A3 <m<(A: + l)3 ~J = A:3 +3A:2 -ьЗЛ,

следовательно, сумма, состоящая из 3?2+3? + 1 слагаемого,

№1+Гл/^+Т] +... + Г^С^"-*-^3"-^! = Л -+-... -4- Л = A:(3>fc2 -+- ЗЛ -+-1),
w-l

тогда [|/Г]+.. +Г^1?^ =VМ2 +3)t + l)=V(3A:3 +3k2 +*)=L J
*-i *-i

6 6 Й 4 6 2

«2(«~1ХЗл + 1) „ l3 з п2(п + \)2-—v ?\ /
Покажем, что 1 +...-ья =— —, тогда

4 4

13+... + („_1)3=i!!(^l}l.v '
4

Имеем (я + 1)4-1 = ((« + 1)4-«4)+(я4-(«-l)4)+... + (24-14)=
= (лп3 + 6и2 + 4«+1)+ (4(я -1)3 + б(« -1)2 + 4(и -1)+1)+... +

+ (4-13+6-12+4-1 + 1)=4^Л3+6^*2+4^А+^1 =

t=i *=i *=i *=i

^.з ^n(n + ii2n + l) .n(n + l)
= 4/ к +6—* a——L+4—i i+и, следовательно,

у. з (я + l)4 -1-и(и+1Х2и+1)-2и(и + 1)-и _ и2(и + 1)2
2-i ~

4 4

112. Предположим, исходное уравнение разрешимо в

натуральных числах, тогда 1 бху - 4х - 4.у+1 = 422 +1 о
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(4x-lX4;y--l) = 4z2+l. (1)
Число 4(x-l)+3 сбдержит простой делитель р вида 4& + 3,

значит р
= Ак + 3 делит (2z)2 +1, что противоречит теореме 4.5.

113. Имеем ^2xf - щ2х)х +1)= yz+l, причем нечетные числа

{2х)х ±1 взаимно просты. Действительно, предположим, простое р

делит (2х)2х ± 1, тогда р делит 2 = ((2х)х +l)-((2x)* -l), что

\{2x)x-\ = a2+l
невозможно, значит, согласно условию, имеем <

, где

{(2x)x+\ = b2+l

а, Ъ нечетные натуральные числа, тогда bz+l - az+l = 2 о

(b-a\bz +bz~la + ... + baz~l +az)=2 , значит b-a = \ или b-a = 2t

однако я, b нечетные числа, значит Ь-а = 2, тогда

2 = fez+1 - az+l = (a + 2)r+l - az+l > 2z+l > 4, что невозможно.

Ответ: {0}.
114. Если р = 2,то m - 1; если />

= 3, то m = 1; если р
= 5 , то

n
I

m = 2 . Предположим, р>5 9 тогда 2 <—— </?-!, значит

(р-1)1=1-2•3./^^-1.^-1) делится на 2^-(p~l) = (j9~l)2,

причем (p-l)!=/?m-1, значит (p-l) делит /?w-l =

= (p-ij(pm~l +... + p + l), т.е. /?-1 делит pw_I +... + р + 1 =

= (pm~1 -l)+... + (p~l)+w, значит />-1 делит т,ибо р-1 делит

/?*-1 для любого натурального значения к, следовательно,

m > р
— \.

Имеем pm >pp~l =((p-l)+l)/7"1 >(p~l)/7"1 +l>l-2.....(p-l)+
+1 = (/? -1) !+l, что противоречит условию.

Ответ: {(2,1)^(3,1), (5,2)}.
115. 1-й способ.

Имеем у3 = 8\х3 +3х2 +4*+ 2), значит у
= 2z, где z e Z, тогда

г3=х3+Зх2+4х + 2. (1)

Предположим, х > О, тогда (х +1)3 < х3 + Зх2 + 4х + 2 < (х + 2)3,
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значит (х 41)3 < z3 < (х 4 2)3 о х 41 < z < х 4 2, что невозможно.

Предположим, х < -2. Пусть s = -jc - 2, тогда .s > 0, причем

(х + 2)4 - х4 = (- s)4 - (- s - 2)4 = s4 - (s 4 2)4, значит, согласно

условию, s4 - (s 4 2)4 = У о &[s3 + 3$2 + 4s + 2)= (-.у)3, значит

(-у) = 2t, где / е Z, следовательно, s3 4 3.s2 + 4s + 2 = f3, где

5 > 0, что невозможно (см. выше).
Итак, х = -1, тогда у

= О.

2-й способ.

Аналогично предыдущему способу имеем х3 +3х2 +4х + 2 = z3,
где y

= 2z, тогда (x + l)3 +(x + l)=z3 о /3 +/ = z3, где / = х + 1.

Имеем f(/24l)=z3, причем /, /2+1 взаимно просты, значит

/ = а3, t2+l = b3, z = ah, где a,beZ9 тогда а6+1 = 63о

*3-с3=1, где с = я2>0. Имеем (б-сдб2 +6с + с2)=1, причем

Z>2 4&г4с2 = Z?4— 4—с2>0, значит J . о

L 2J 4 [624Z>c4c2=l
6*=с + 1

{^_
-.

а2=с = 0, а = 0, z = а& = 0,

с>0

/ = я3 =0, x = f-l = -l, ;у = 0.

3-й способ.

Аналогична предыдущему способу получаем t3+t = z3, где

.у = 2z, X4l = f; /, zeZ .

Если t = 0, то z = 0, т.е. х = -1, у = 0.

Предположим, Г *0 . Имеем t = z3 -t3 =(z-t\z2 +zt + t2),
значит z2 4 zt 4t2 делит /, тогда z2 +zt + t2 <\t\. (2)

Так как /(f24l)=z3, то z, f имеют одинаковый знак, значит

zt >0. Так как /*0,то |/|>1, значит z2 4zf4/2 > z2 +t2 >t2 >l/|,

т.е. z2 + zt 4- f2 > |f|, что противоречит (2).

Ответ: {(-1,0)}.

121



116. Имеем х2 +х = у4 + у3 +у2 +уо 4х2 + 4х + 1 =

= 4у4 + 4у3 +4у2 + 4>> + 1 о (2x + l)2 -4у4 +4у3 +4у2 + 4>> + 1.

Заметим, что \2у2 + у) < 4у4 + 4у3 + 4у2 + 4у +1 < \1у2 + ^ +1|
для любого у < -2 или >> > 3, тогда у.у2 + у) < (2х +1)2 <

< \1у2 + у + lj о Ь}>2 + d < |2х +1| < hy2 + j> +1|, что невозможно,

так как целое число |2x + l| не может находиться между двумя

последовательными целыми числами.

Итак, у = -1; 0; 1; 2, таким образом, находим следующие

решения: (х, у) = {(О, -1), (-1, -1), (О, 0\ (-1,0), (5,2), (- 6,2)}.
Ответ: {(О, -1\ (-1, -1), (О, о\ (-1, о), (5,2\ (- 6,2)}.
117. Если х = 0, то у

= ±4 . Предположим, х Ф 0 .

Имеем (у-х-4)()> + х + 4) = х3. (1)

Пусть <i = (y-x-4, jy + x+4).
Предположим, af имеет простой нечетный делитель р, тогда р

делит jy±(x + 4), значит р делит (jy + x + 4)-(jy-x-4)=
= 2х + 8 = 2(х + 4) и так как/? нечетно, тор делит х + 4 . Так какр

делит у + х + 4,тоиз(1)р делит х3, т.е.р делитх, следовательно,

р делит (х+4)- х = 4, что невозможно, так как р нечетное простое

число.

Итак, d = 1 либо d = 2А, где seN .

Предположим, s>4, т.е. <tf делится на 16, тогда 16 делит

(;у + х + 4)-(у-х-4) = 2(х + 4),т.е. 8 делит х + 4 . Так как 16 делит

числа >>±(х + 4), то из (1) заключаем 162 =28 делит х , т.е. 8

делит х, значит 8 делит (х + 4)- х = 4, что невозможно.

Итак, d = 1; 2; 4; 8 .

з

Рассмотрим rf = l, тогда из (1)

значит lab + 8 = Ъ3 - а3. (2)

д>-х-4 = а

>> + х + 4 = 63, где a,beZ,

x = ab

Если а = b , то из (2) а = -4, что невозможно.
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, ~ Гу-х-4 = 0 fy = 4
Если а = 0 , то 6 = 2, т.е. < <=> i

jy+x+4=8 |х = 0

, Л ~ Гу-х-4 = -8 [> = -4
Если 6 = 0, то я = -2, т.е. < <=> S

[у + х + 4 = 0 [х = 0

Пусть аЬфО.

Если а>0, 6<0, то а3 -б3 +2дА + 8 = а3 + (-б)3 + 2а& + 8>

> а2 + (- fe)2 + lab + 8 = (а + Ъ)2 + 8 > 0, что противоречит (2).

Если а<0, 6>0,то 63=я3+2а6 + 8<0 + 0 + 8 = 8, т.е. Ь<2,

причем Ъ > О, значит 6 = 1, тогда а3 + 2а + 7 = 0, а делит 7, т.е.

а = ±1; ± 7 , что невозможно.

Если я6>0, то из (2) имеем 2ab + % = (b-a\a2+ab + b2),
значит lab + 8 делится на a2 +ab + b2, следовательно,

, , , , \(2a-b)+3b2 <32

[(26-d)2+3a2<32
f3a2<32 j\a\<3
[3b2<3

^

||6|<3'
Подстановкой убеждаемся, что значения a, 6 = ±1;±2;±3 не

удовлетворяют (2).
Рассмотрим d = 2, тогда из (1) заключаем х четное число, т.е.

у-х-4у+х+4 ^ з
х = 2с, тогда - - = 2с , причем

(у-х-4 у + х + 4^ t , , _ч у-х-4 з^ ^ =i (так как а~2\ значит - = а ,

У + х + 4 з мтт„ у-х-4 з У + * + 4 з
рм ^ и^7= 2о или —

= 2о ,
= а , где а9ое Z ,

2 2 2

причем я3 • 263 = 2с3, т.е. c = ab, следовательно,

. у + х + 4 у-х-4 /3 ^,з\ ~ ^ f

х + 4 = ^ = ±(я-2&31, x = 2c = 2ab.
2 2

v '

Итак, 2д? + 4 = ±(я3 -263), значит а = 2т, meZ, тогда

2m6 + 2 = ±(4m3 -б3J, значит b = 2n, neZ, тогда

2тя +1 = ±2(го3 - 2я3), что невозможно.
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Рассмотрим d = 4, тогда из (1) заключаем, что 42 делит х3,
л

v-x-4 у + х + 4 . з
значит 4 делит х, т.е. х = 4с, тогда = 4с , причем

у-х-4 з
значит - = я.^2r?zlf2±?±lj.1 (так как </ = 4),

>> + х + 4 .у3 у-х-4 .,3 J> + x + 4 з »
= 46 или = 46 ,

= а , где а, Ъ целые
4 4 4

числа, 4с3 = а3 • 4Ь3, т.е. c = ab, следовательно,

= ±[а3 - 4Ь3), причем х = 4с = 4аЪ, значит

2ab + 2 = ±(я3 -463), следовательно, а = 2т, meZ, тогда

2/иб +1 = ±2(2w3 ~ б3), что невозможно.

Рассмотрим <tf = 8, тогда из (1) заключаем, 2б =82 делит х3,
. >>-х-4>л-х + 4 з

значит 4 делит х, т.е. х = 4с, тогда - = с , причем
8 8

(у-х-4 у + лс +4^ ^^
.

ч „„e„™ Z~^~l_^3
,

\ (так как d = 8), значит = а
,

8 8 ) 8

V + X + 4 ,3 3 3*3 i
— = Ъ , с =а b , где а, 6 целые числа, тогда

о

863-8я3 = (у + х + 4)-(у-х-4)=2х + 8 = 8с + 8 = 8а?> + 8, т.е.

63-а3=<й + 1. (3)
Если а = 0 , то 6 = 1, тогда х = 0, у = 4.

Если 6 = 0,то а = -1, тогда х = 0, у = -4 .

Пусть ab Ф 0 .

Если а<0, 6>0, то б3 -a3 -ab=b3 + (-а)3 + (-а)&>
>1+1+1=3>1, что противоречит (3).

Если я>0, 6<0, то я3-63+а6 + 1 = (я3+(-б)3+1)+о&>
> Зд/а3 (- б)31 + аб = -2я6 > 0, что противоречит (3).

Если а6>0,тоиз(3) (b-dfe2 +ab + a2)=ab + l. (4)

значит a2-ab + b2 делит ab +1, следовательно, a1 -ab + b2 <

<аЪ + \о |а-б|<1,т.е. л-6 = 0;±1.

Если а - 6 = 0 , то из (4) аб = -1, что невозможно (по
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предположению ab>0).

Если я-6 = 1,тоиз(4) -(a2 +ab + b2)=ab + \ о (а + Ъ)1 = -1,

что невозможно.

Если а-Ь = -\, то 6 = а + 1, из (3) (a + lf -а3 = я(я + 1)+1 о
а = 0 или а = -1, однако ab>0, значит а = -1, 6 = а +1 = 0, тогда

аЪ = 0, что невозможно.

Ответ: {(0,±4)}.
118. Имеем p(p + l)+q(q + i)=n(n + i)o
p(p + i)=(n-qXn + q + l), (l)

значит n-q>0, т.е. я >#.

Так как простоер делит (п-#ХЛ + <7 + 0, то /> делит n-q или/?

делит я + ^г+1.

Если р делит л-*?, то p<n-q, p + l<n-q + l, тогда

/?(/? + 1)<(я-^ХЛ~^ + 0<(Л^^ХЛ + ^ + 0»чтопРот]гаоРечит(1)-
Итак, р делит # + # + 1, т.е. я+^-И = />?, где кeNr тогда из

(\) p + \ = k(n-q).

Если л = 1, то ^ :=> л —^г —1
= «-ь^гч-1 = /^=>

[/> = я + # +1

9 = -1, что невозможно, следовательно, к > 2 .

Имеем 2q = (n + q)- (n-q) = (pk -\)-{n-q)= (k{k(n -q)-1)-

4)~(«~^)=(*2~l)(«-^)-(^ + l)=(/: + lX(A--lX«--^bl). (2)

Так как 2q имеет делители \929q,2q9 ? + 1>3,tq ? + 1 = 9 или

к + \ = 2q (из (2)).
Если ? + 1 = 9, то из (2) (k-l\n-q)F=3, т.е. (<?-2Хл-<?) = 3 О

Г^ —2 = 1 к-2 = 3
о ^ ,/ \ ,

« или < , т.е. 9
= 3, л = 6, p = %~9j-l =

[/1-^ = 3 (л-? = 1

= (<7~lX«~<3r)"-l = 5 или 9
= 5, я = 6, /> = 3.

Если ? + 1=^2<7, то из (2) (k-\fo-q)=2, значит

(2<7-2X«-<7)=2o (qr-lX*-*)=lo ^-1 = 1, л-? = 1, Т.е.

9 = 2, л = 3, /? = 2.

Ответ: {(р, q, и) = (2, 2,3^ (3, 5, б) (5,3, б)}.
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119. Если я = 2, то — +— = 1<=> х, +— = 2, значит х^

делит 1, т.е. х2
= 1, х1 = 1.

Пусть и > 2 и пусть а— , очевидно, 0 < а < 1, тогда

4 + ...—

п

1
=1

1 1 я+1 1

1 - 1 2 + а а + 2 я + 2
х + 2 + —

1

^
1

,
1 а + 1

х2+...— 3 + ...—

х„ я

1 1

1
1

,
*

1 + 1 +

•, следовательно, хх
= 1, х2 = 1,

*+1 i+-i
3-к.Д

х3 =3, х4 =4, ..., хи = я. Действительно, покажем, что если

1 1

1 1
-,где x^yj eN ,то х, =y,\

*i + р Л+-
1

х2+...— у2+...—

/ = 1,2,...,я .

При п = 1 утверждение очевидно.

Предположим, исходное утверждение справедливо для к и

докажем для (к +1). Пусть = а, = Ъ, тогда

*2+-..+_L л+-..+_1_
** 'л

= о xl-yl=b-a. Очевидно, 0<а<1, 0<6<1,
xi + а У\+Ь
значит -1<6-а<1, т.е. -1 <х,-jy, <1, тогда х1-у1=0, т.е.
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х,
= j>i, значит я = 6 <=> = о

*2+\ + J_ Л+-.. +Л

^2
= ^2» —' ** = Ук (по предположению).

Итак, xt = ^;; / = lv2,..., А: +1, что и требовалось доказать.

Ответ: если п = 2 : {(l, l)};
если п > 2 : {(l„l, 3,4,..., я)}.

120. Заметим, (т + \)(т + 2)..(w + го) = * т''
=

го!

Jl-3-5...-(2m-l)X2;4--(2m)) = (b35. .(2от_1))2И>
(1-2'...* wj

значит, согласно условию, имеем 1 • 3«...• (2т-1) = 22 +1. (1)
Если п = 1, то, очевидно, т~2. Заметим, что п*2.

Предположим, я > 1. Покажем, 2 +1 оканчивается цифрой 7,

если к > 1. Действительно, 22* + 1 = [22* + 4j-3 = 4[22*~2+l1-3 =

= 4[42""1-4l]-3 = 4((5~l)2W+l)~3 = 4((5a-l)+l)~3-
= 10(2а -1)+ 7, что и требовалось доказать.

Итак, если п > 2, то 2 +1 оканчивается цифрой 7, причем

22"_1 -ь 1 > 7 (так как л>3), значит l-3-...-(2ro-l)>7,
следовательно, го > 3, тогда 1 • 3 • 5 •...

• (2m -1) оканчивается

цифрой 5, что противоречит (1).

Ответ: {(ш, и) =(2,1)} •

Uk'-if'-**"' (1)
121. Имеем \ *

\ , }'
[у^^уу^ъ'-у (2)

где а = у2 -1, Ь = х2 -7 .

Если >> = 1, то из (1) х = 0, что невозможно, тогда из (2)
х - у > 0, причем >> > 2, значит х > у

> 2, т.е. х > 3. Пусть

х - у = z, тогда из (1), (2) ar - bz = z, следовательно, а > 6, т.е.
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a>b + l, тогда az -bz >(b + l)z -bz >\ +bz>z для любого целого

значения z > 2, следовательно, z = 1, т.е. х - у = 1, тогда из (1), (2)

fx = j;2-l 2
< , значит х = >> -И = >> -1о у = \ или .у = 2 , тогда

[у = х2-7

х = >> +1 = 2 или х = 3 соответственно, однако >> ?* 1 , значит х = 3,

у = 2.

Ответ: {(3,2)}.

122. Так как x(x + l) четно, то x(x + l)=2z, где zeZ. Имеем

2z(2z + 2)=2.y2 о 2z(z + l)= у2, значит y
= 2t, teZ, тогда

z(z + l) = 2/2.

Заметим, что z, z +1 взаимно простые числа. Если z четно, то

= а2, где aeZ,(z + l) = f2, причем
—

,z + l =1, значит

= а2 о |д:(д: + Ц = (2а)2 , следовательно, х = О или

z

~2

lx(x + l)[
тогда

4

jc = -1, у = 0 (см.№ 105).

* + 1 2 Г Z+П л

Если z +1 четно, то z = / , причем z, = 1, значит

z + l

-b2, где 6 е Z, следовательно, х2 + х + 4 = (2б)2 о

х2+х + 4=(2б)2. Если х>3, то х2 <х2+х + 4 <(x + l)2, т.е.

х2 < (2&)2 < (х +1)2 о х < |2б| < х +1, что невозможно.

Если х<-4, то (x + l)2 <х2+х + 4<х2, т.е.

(х +1)2 < (2bf < х2 о |х +1| < \2b\ < |x|, что невозможно. Итак,

~4<х<3, таким образом, получаем следующие решения:

{(1)±2И-2)±2Н0,0И-1,0)}.
Ответ: {(l, ±l\ (-2, ±l\ (О,0\ (-1,0)}.

123. Имеем х!+1 = (х + 1)(у + 1), тогда (р-l)l+l = р(у + \), где

р = х +1, т.е. р делит (р -1) !+l.

Согласно teopeMe Вильсона, р простое число, значит х = р -1,
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y-fr-')'*1-!.
P

Ответ: < /? -1,
——— 1 : p простое >.

2) Лемма: р простое тогда и только тогда, когда р делит

(р-2)1-1.
Доказательство.

Имеем (р - lX(p - 2)!-1) = ((p -1)!+1)- р, следовательно,

согласно теореме Вильсона, р простое тогда и только тогда, когда/?

делит (р-2)!-1.
Лемма доказана.

Имеем (*-l)!-l = (x + l)(y-l)o (p-2)!-l = /?(>;--1), где

р
= х + 1.

Так как р делит (р-2)!-1, то, согласно лемме, р простое,

(р-2)!-1 .

причем у = — - +1.
Р

Ответ: </?-!, ————+1 : р простое >.

124. 1) Пусть к = 499, тогда, согласно условию, имеем

(4к + 2)х -(4к + \)х = у2.Если х = 1,то у = 1.

Предположим, х > 2, тогда у2 = (4к + 2)х - (4fc +1)* =

= 4a-(46 + l) = 4(a-6-l)+3, т.е. у2 при делении на 4 дает в

остатке 3, что невозможно.

Ответ: {(l,l)}.
2) Пусть к = 499, тогда (4А +3)х - (4? + 2)* = у2.
Если х = 1 > то >> = 1. Предположим, х > 2 .

Если д: нечетно, тогда у2 = (4к + 3)* - (4А + 2)* = (4а + 3)- 4Ь =
= 4(а-б)+3, т.е. у2 при делении на 4 дает в остатке 3, что

невозможно.

Если х четное число, т.е. х = 2/, / е N, тогда

19992/ - Х9982/ = у2 • Очевидно, у нечетное число, тогда имеем
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1999' -у 1999' +у
=

19982/
= ,,2,-2,6,„2,

2 2 4
гЗыЗТ'. (1)

, тогда р делит
1999'+.у 1999'-v 1ПЛЛ/

-+ ^ = 1999', т.е

Предположим, существует простое р, которое делит числа

1999' ± у
2

/> = 1999.

1999' + v
Так как/? делит ^-, то из (1)/? делит 22/"236/372/, т.е.

/?
= 2 или /?

= 3 или р = 37. Получено противоречие.

1999'±у
Итак, числа — взаимно просты, значит из (1) находим

19"'-У=1; 22'-2; З6'; 372'

19994^= 1998^. 272,372/. 22/.2з72/. 22/.2з6/

1999'-^ 1999'+>>ибо — < —, тогда
2 2

1999' +у 1999'-у 19982' ¦>, , ,/ ,,
1999'= -ry+Jg^—Z. = i + iZI2_; 22'_2+272/372';

2 2 4

3+2 37 ; 37 + 2 3 , однако

1999' <(9992У <9992/22'"2 <
1998

+1;

1999' < (272372У < 272/372' + 22'"2. Заметим, что 1999 < З6 + 372 ;

если /> 1,то 4<P-^Zl) о 1999' <22'"2372' <22/"2372' + З6';
^ 1999 J

если / = 1; 2; 3, то 1999' Ф 372' + 22'~236'; если / ? 4, то

4-36

1999
21-2-.Ы ^^2l-2i6l> 4 о 1999' < 2и-гУ' < 2и~1Ъы + 37* .

Получено противоречие.
Ответ: {(l,l)}.
125. 1) Имеем х4 +д;2 +1 =1999^ <=>

(х2 -х + lX*2 + х +l)= 1999' . (1)
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Так как 1999 нечетное число, то х2±х + 1 также нечетные

числа. Предположим, существует нечетный простой делитель р

чисел х2±х + 1, т.е. р делит х2±х + 1, тогда р делит

[х2 + x + l)-(x2 -x + l)=2x, значит р делит х, тогда р делит

1 = (х2 + х + lj- x(l + х), что невозможно. Итак, х2 ± х +1 взаимно

просты, причем их произведение есть степень простого числа 1999

(см. (1)), значит х2 +х + 1 = ±1 или х2 -х + 1 = ±1, т.е. х = ±1 или

х = 0 и так как х>0, то х = 1, следовательно, 1999^=3, что

невозможно.

Ответ: {0}.

2) Имеем х5+х4+1 = 3' о (х3 -x + l)(x2 +x + l)= У . (2)

Так как 3 нечетное число, то х3-х + 1, х2+х + 1 также

нечетные числа. Предположим, существует нечетное простое р,

которое делит х2-х + 1, х2 + х +1. Тогда р делит

х(х2 + х + lj- (х3 - х +1)= х2 + 2х-1, значит р делит (х2 + 2х -1)-
-(х2 + x + l)=x-2, р делит (х2 + x + l)-x(x-2) = 3x + l, p делит

(Зх +1)- 3(х - 2) = 7, следовательно, р = 1.

Из (2) заключаем, что У делится на р2, т.е. У делится на 49,

что невозможно. Итак, х2-х-И и х2+х + 1 взаимно просты,

причем произведение этих чисел есть степень простого числа 3,

следовательно, х3 -х +1 = 1 или х2 + х +1 = 1, причем xeN ,

значит х = 1, тогда У - 3, у = 1.

Ответ: {(l,l)}.
126. Если т = 0, то п ~ 0 . Если п = 0, то т = 0.

Предположим тп ф 0. Если т > 0 , то п > 0. Если т < 0, то

п < 0. Пусть для определенности т > 0, п > 0. Пусть целые числа

ak>bk,ck9 dk таковы, что ак + Ьк

ск + dkл/2 = (з + 5V2j , где к е N . Согласно условию, имеем

am+bmS = cn+dnji<?> aM-cn=j2{dn-bm).
Если коэффициент при V2 не равен нулю, то v2 является

рациональным числом, что невозможно. Итак, dn = bm9 значит
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Имеем ак + Ък -Jl = {ак_х + bk_x Д5 + Ъ-Jl)= (5ак_х + 6bk_x)+
+ (56t_, + Ъак.у }J2 , значит ак

= 5ак_у + 6bk_x, bk = 5bk_x + 3ak_u

следовательно, (at_, - 64_, V2д5
- 3>/2 )= (5a*., + 66t_, )-

-Л{5Ък_х+Ъак_,)=ак-ЬкЛ.

Итак, л* -^л/2 = (в-зЛ}.
Аналогично сА

- </* -v2 = (з - 5V2J.
Так как am=c„, bm=d„, то am-jibm=c„-jidn<b

что невозможно, ибо

|5-з72|Ш<1<|з-57^\
Ответ: {(0,0)}.
127. Если х = 1; 2; 3; 4, то у2 = 1; 3; 9; 33 , следовательно^

х = у = 1 или х = jy = 3, z = 2.

Предположим, х > 4, тогда 1!+... + х!= 33 + (5!+... + х\) = 33 + 5А; =

= 5(# + б)+3, т.е. у2 = 5(к + б)+3, следовательно, z Ф 2, так как

у2 при делении на 5 дает в остатке 0;1; 4.

Действительно, (5т)2 = 5(5/и2)+ 0; (5т ± l)2 = 5^т2 ±2т)+1;
(5/и±2)2=5(5ю2±2)+4.

Итак, z > 3 . Заметим, что при я = 5; 6; 7; 8 число 1!+... + х\

делится на 3, но не делится на 27, следовательно, 1!+... + х\Ф у2, где

г>3.

Если х>9, то l!+... + x!=(l!+... + 8!)+(9!+... + x!) =
= 41993 + 9!(l +10 +10-11 + ... +10 11..jc)= 41993 + 9!/ = 41993 + 27л

делится на 3, но не делится на 27, что невозможно.

Ответ: {(l, l,z),(3,3,l):zeAU> l}.
128. Предположим, что существует целое п (пф6) такое, что

корни исходного уравнения являются рациональными числами,

тогда необходимо, чтобы дискриминант был полным квадратом.

Имеем (я2 -nf -4n = d2 (d - целое число)

<=>(л2 -n-d\n2 -л + </)=4л. (1)
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Так как \п2 -п + d)-[п2 -n-d)= 2d, то числа п2 -n±d

одинаковой четности, и так как их произведение есть четное число,

то и сами они обязаны быть четными числами. Пусть
п2 -n + d = 2т, п2 -n-d = 2к9 где т9 к целые, тогда из (1)

(2m)fek) = An, т.е. п = тк9 причем 2т + 2к =

= (я2 -я + */]+(л2 -n-d)o n2 -n = m + k 9 следовательно,

,,2 , f
wiwA:2 —&-l)=A [m делит к

т к -тк = т +ко < (v ч => <
, значит

[?(т2?- w -l)= /и [к делит т

т = ±к.

Если т = к, то т4 -т2 -2т = 0 (т*0, ибо п = тк, пфО\

значит ли3-т-2 = 0, тогда w делит 2, т.е. w = ±2;±l, однако

числа w = ±l;±2 не являются решениями уравнения

/и3-/и-2 = 0.

Получено противоречие.

Если к = -т, тогда /и4 + т2 = О О w = 0, что невозможно, так

как п-тк9 п Ф О .

Что и требовалось доказать.

129. 1) 1-й способ.

Если х = 1, то у
= 0. Если х = 2 , то jy

= 1.

Предположим, х>3, тогда, 3^+1 = 2* делится на 8. Если

у = 2к + \,то 3'+1 = 3(8 + 1)* + l = 3(8a+l)+l = 24tf + 4 не делится

на 8. Если у = 2к9 то У +1 = (8 + l)* +1 = (8а + 1)+1 = 8я+ 2 не

делится на 8.

Ответ: {(2, l)}.
2-й способ.

Имеем 2х -1 = У, тогда 2х -1 делится на 3.

Если * = 2? + 1, то 2*-1 = 2(3 + 1)* -1 = 2(3я+ l)-l = 6а + 1 не

делится на 3. Итак, * = 2&, тогда 22*-1 = Зго

/ V \ [2к -1 =3W
(2* -112* + 11=3', значит ^ , , где n>m>0; m9 neZ,'

2*+1 = 3"
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тогда 3"-3ffl=2o 3W(3"_W-l)= 2 , следовательно, Зт делит 2,

т.е. т = О , тогда 3Л -1 = 2, я = 1, у = т + п = \, х = 2.

Ответ: {(2,l)}.
2) Если jy = 1, то х = 1. Если у = 2, то 3* = 5 , что невозможно.

Если у
= 3 , то jc = 2 .

Предположим, jy > 3 , тогда 3* -1 = 2^ делится на 8. Если

х = 2? + 1, то 32*+l -1 = 3(8 + 1)* -l = 3(8a + l)-l = 24a + 2 не

делится на 8. Если х = 2?, то 2У = 3* -1 = (з* -1ДЗ* +l), значит

<
, где целые w, п таковы, что я > m > 0, п + т = у.

|3*+1 = 2"

Имеем 2"-2ш=2о 2W(2W"W -1)= 2, следовательно, 2т делит

2, т.е. т = О или w = 1.

Если m = 1, то n = 2, у = т + п = 3, х = 2 .

Если w = 0, то 2" = 3, что невозможно.

Ответ: {(l,l),(2,3)}.
3) Если у = 1, то 5х = 3, что невозможно.

Если у = 2, то х = 1. Предположим, у > 2. Имеем 2У +1 = 5х

делится на 5.

24*+1+l = 2(l5+l)4l = 2(l5a + l)+l = 30a + 3 не делится на 5;

24*+3+l = 8(l5 + l)*+l = 8(l5tf + l)+l = 120a + 9 не делится на 5;

24* +1 = (15 +1)* +1 = (15а +1)+1 не делится на 5; 24*+2 =

= 4(15 +1)* +1 = 4(l 5а +1)+1 = 60а + 5 делится на 5. Итак,

д> = 4? + 2,где keN.

Имеем 5* -1 = 4-16*, следовательно, 5*-1 делится на 16,

значит, х = 4я, neN, так как аналогичными рассуждениями

получаем, что 5х -1 не делится на 16, если х = 4я +1; 4я + 2; An + 3.

Имеем 54и-1 = 416* о (52л -2-4*)(52" +2-4*)=1<=>
[52w-2-4*=l лк л
< => 4 = 0, что невозможно.

[52w+2.4*=l
Ответ: {(l,2)}.
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4) Если у = 1, то Iх = 3, что невозможно.

Если у > 1, то 7* -1 = 2' делится на 4.

Если х = 2? + 1, то 7х-1 = 7(48 + 1)*-l = 7(48a + l)-l =
= 336а+ 6 не делится на 4.

Если х = 2к, то 72*-1 = 2'<=> fj*-lfok +l)=2* о
|У-1 = 2т
<

, , где w, я таковы, что п>т>0, т + п = у.

|7*+1 = 2и

Имеем 2"-2m=2o 2mfe"-m -l)=2, значит 2W делит 2, т.е.

го = О или /я = 1.

Если го = 0, то 2й =3, что невозможно.

Если го = 1, то /7 = 2, j; = го + я = 3, 7х =9, что невозможно.

Ответ: {0}.
130. Если >> = 1, то jc = 1. Предположим, у>\ , тогда

5х - 2 = Зу делится на 9, т.е. 5х при делении на 9 дает в остатке 2.

Заметим, 56 -1 делится на 9.

5й при делении на 9 дает остатки 5; 7; 8; 4; 2; 1, следовательно,

* = 5 + 6А, где keZ, к>0.

Так как 56 -1 делится на 7, то 5х =56w+5 =55(56w -l)+(55 -l)=
= 55(7tf)+(7-446+3) = 7Z> + 3, значит 3* =5* -2 = 76 + 1, т.е. У

при делении на 7 дает в остатке 1.

3й при делении на 7 дает остатки 3; 2; 6; 4; 5; 1, т.е. у
= бго , где

/иеАГ.Итак, 5*-36w =2<=> 5*-3 = Зб/и-1.

Так как З6 -1 делится на 13, то 36т -1 делится на 13, значит

5х -3 делится на 13, однако 5х при делении на 13 дает остатки 5;

12; 8; 1. Получено противоречие.
Ответ: {(l,l)}.
2) Предположим, у нечетное число* тогда, согласно условию,

имеем (4 + l)Jt-4 = (4-l);;o (4a + l)-4 = 4Z>-l<=> a-Z>-l = -,

где afbeN, что невозможно.

Итак, у = 2т, meN.

Предположим, х нечетное число, тогда согласно условию, имеем
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(6-l)x=3'+4o 6c-l = 3'+4o 2c-3y~l-\ =
-, где ceN,

что невозможно. Итак, x = In, ne N.

Имеем 52w-32w=4o (5fl-3wl543m)=4o J5 ~3 =1

V Л '

[5W+3W=4

(5л-3/и=-2
IV =2,5 [5я =2

о 4
'

или < , что невозможно.

5w+3"=2 |Г=1,5 |Г=0
Ответ: {0}.
3) Предположим, у нечетное.

Имеем (4 + 1)* =8-b(4~l)y о 4a+l=8 + (46-l)o

я - 6 - 2 = —, где a.beN, что невозможно. Итак, у = 2w , meN .

2

ПpeдпoлoжимJ х = 2я -И , пеN.

Имеем 52w+1 = 8 + 9W <=> 5(24 + l)" = 8 + (8 + l)w о

5(24c + l)=8 + (8rf + l)o d-\5c + l= —
, где c,deN, что

невозможно.

Итак, л: = 2я, neN.

Имеем 52"-32т=8о (б" -З^" + 3W)=8 и так как 5я ±3"

fSn
-Зт =2

=> 5" = 3 , что

5"+3w=4

невозможно.

Ответ: {0}.
4) Рассуждениями, аналогичными пункту 2), заключаем, что х, >>

четные числа, т.е. х = 2л, д/ = 2го , где m,neN.

Имеем (5w-3w)(5/,+3w)=16, причем 5"±3W четные числа,

(5й
-Зт =2 Г5Й =5

5"+3w=8 (3W=3
х = д;

= 2.

Ответ: {(2,2)}.

5) Имеем 2 + 3'=(6 + l)zo 2 + 3'=6а + 1<=> 3^1~2а =
~,

где aeN , что невозможно.
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Ответ: 0.

6) Если у = 1, то z = 1. Предположим, jy >. 2, тогда 7Z -4 = У

делится на 9.

V при делении на 9 дает в остатке 5; 4; 1, зйачит z = ЗЛ + 2, где

*еЛГ.

Имеем 7ЗА+2 = 3' + 4 <=> 49(73* -l)= У -45 . Так как 19 делит

73-1, 73-1 делит 73*-1, то 19 делит У ~45 = (з>' -7)-2-19,
т.е. 19 делит 3^-7.

У при делении на 19 дает остатки 3; 9; 8; 5; 15; 7; 2; 6; 18; 16;

10; 11; 14; 4; 12; 17; 13; 1, значит у =№+ 6 = 2(з + 9к)=2п9
neN.

Имеем 12п -4 = 3' о fr" -гУт" +2W о J7" "2 =

3", гдеV Л '

[7"+2 = 3*

целые го, А: таковы, что ? > го >0, го + ? = j>, тогда Ък -Ът = 4О

3W(3*~W -l)=4, значит 3W делит 4, т.е. го = 0, тогда 3* =5, что

невозможно.

Ответ: {l, l}.
7) Если у = 1, то х = 1. Предположим, у > 2, тогда 10* - 7 = 3'

делится на 9, однако 10х -7 = (9 + l)* -7 = (9я + 1)-7 =9я-6 не

делится на 9. Получено противоречие.
Ответ: {l, l}.
8) 2х = 3'+5>3 + 5 = 8,т.е. х>3.

Если х = 3, то у
= 1. Очевидно, х Ф 4 .

Если х = 5, то у
= 3 . Предположим, х > 6, тогда 3* + 5 = 2х

делится на 64, т.е. (з' - 59]+ 64 делится на 64, значит У при

делении на 64 дает в остаток 59.

У при делении на 64 дает остатки 25; 11; 33; 35; 41; 59; 49; 19;

57; 43; 1, значит jy
= 16? + ll. Заметим, 316-1 делится на 17,

значит У =з11+16* =Зи(з16* -l)+(3n -l)=3n(l7a)+(10420.17 +
+7) = 176 + 7, где a,beN. Имеем 2* =3'+5 = 176 + 12, однако

2" при делении на 17 дает в остатке 2; 4; 8; 16; 15; 13; 9; 1, но не
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12. Получено противоречие.

Ответ: {l, l}.
131. 1) Из условия заключаем, что я нечетное число. Так как

я > 1, то т > 1, т.е. т ^ 2 , значит пк +1 = 2т делится на 4.

Если А = 2/, то w*+l = /i*+l = (/i/)4l = fca + l)2+l =
= 4(а2 + а)+ 2 не делится на 4.

Если ? = 2/ + 1, то 2/и=я*+1 = я2/+1=(я + 1)-
• (я2/ - я2М +... - я +1), значит я +1 делит 2т, следовательно,

« + 1 = 2*, где seN, s<rn. Если s = m9 то

л27 - я2М +...-« + 1 = 1, что невозможно, так как

И-«2/-Ч...-« + 1 = «2М(«--1)+л2/""3(«~1)+... + «(«-1)+1>1.
Итак, s<m, т.е. m-.s>0, тогда 2W =я*+1 = (2Л-I; +1 =

[по биному Ньютона] = Г6-(25 J2 + (2/ +1)2* ~l) +1 = 2*(2*6 + 2/ + 1),
значит 2ОТ~5 =2*6 + 2/ + 1, где beN, что невозможно, так как

слева - четное число, справа
- нечетное число.

Ответ: {0}.
2) Из условия заключаем, что я нечетное число. Так как к > 1,

то w > 1, т.е. т > 2, следовательно, я* -1 = 2т делится на 4.

Если к нечетное число, т.е. к = 2/ +1, то 2W = я* -1 = я2/+1 -1 =

= (я-1дя2/+я2М+... + Я + 1), значит я + 1 делит 2ОТ, т.е. я + 1 = 25,

где seN , 2<s<m итак как я2/ +... + я + 1>1, то я + 1*2т, т.е.

5^т5 значит 5 </я .

Имеем я* +1 = биному Ньютона\=

f6(2')2+(2/ + l)2J+l]+l = 2J(2Ji6 + 2/ + l)+2 = 4c+2) где b,c(=N,

т.е. я* +1 = 4с+2 не делится на 4. Получено противоречие.

Итак, к четное число, т.е. к = 21, leN. Имеем

пк -\ = (п' -Un' +l)=2m о J" ~1 =

21. , где целые а, Ъ

|/ +1 = 2*

что а + Ь = т, Ь>а>0. Имеем 2*-2"=2о 2"(2*-° -l)=2,
значит 2" делит 2, т.е. а = 0 или а = 1. Если а = 0, то 2* = 3, что
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невозможно. Если я = 1, то 6 = 2, го = я + 6 = 3, п1 =2а +1 = 3,
л = 3,/ = 1,? = 2/ = 2.

Ответ: {(го, л, к) = (3,3, 2)}.
132. Если /> = 2, то /и" = 6 <=> го = 6, я = 1, что невозможно,

так как п > 1.

Пусть простое р>2, тогда /> нечетное число, р
= 2# +1,

qeN. Из условия заключаем, что/? делит го"г значитр делит го,

т.е. m = pl, leN. Имеем р^""1-l) =(//?)" о 2""1 -l^V'1,
22*-l = /V_1» fc'-lJ^+l^/V"1- (1)

Предположим, существует нечетное простое г, которое делит

2я ± 1, тогда г делит (2* + lj-\2q - lj= 2, что невозможно, так как г

нечетное число. Итак, 2Ч ±1 взаимно простые числа, тогда из (1)
заключаем 2^-1 = 5й или 2q+\ = sn, тогда, согласно № 131,

q = 3, s = 3, я = 2, /? = 2# +1 = 7 , значит го = 2К

Ответ: {(р, го, л) = (7, 21,2)}.
133. 1) Так как 2* +У не делится на 3, то z1 не делится на 3,

т.е. z = 3?± 1, где keN, тогда z2 = з(3?2 ±2А:)+1, следовательно,

z2 при делении на 3 дает в остатка 1. Если х нечетное число, то

2*=22m+1=2(3 + l)w=2(3a + l) = 6a + 2, тогда

2х +3У =з(2а + 3'"1)+2, т.е. 2*+Зд; дает в остатке 2 при

делении на3. Получено противоречие. Итак, х = 2к, keN .

(v
\ \z — 2к = За

z-2k\z + 2*1, значит \ ,
.гдеЛ '

[z + 2*=3*
целые числа а, 6 таковы, что 6 > а > 0, а + 6 = >>, тогда

Зь _у =2ш 0 3*(3*-*-l)=2*+1, значит 3" делит 2*+l, т.е.

я = 0, тогда 3*-1 = 2*+1, следовательно, 6 = 1, А = 0 или 6 = 2,
А: = 2 (см. № 129), однако keN, значит 6 = 2, к = 2,

j> = a + 6 = 2, * = 2А: = 4, z2=24+32=25, z = 5.

Ответ: {(4,2,5)}.
2) Так как 3* + 5У не делится на 3, то z2 не делится на 3, значит

z = Зк ± 1, тогда z2 при делении на 3 дает в остатке 1.
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Если у нечетное число, тогда 5У = 52w+* = 5-25'" = 5(24 + l)OT =
= 5(24я +1) = 3(40я +1)+2, значит 5У + 3х = з(40а + 3*"! +l)+ 2 при

делении на 3 дает в остатке 2. Получено противоречие. Итак, у -

четное число.

Имеем 3*+52* = z2 о 3* = (z-5*)(z+5*), где х = 2А, JfceW,

fz-5*=3"
значит <

,
. где целые я, 6 таковы, что Ъ > а > 0, а+6 = у 3

|z + 5*=3*
тогда 3*-3"=2-5* о 3"(з*-" -l)=2-5*, значит 3" делит 2-5*,

следовательно, а = О , тогда 3* -1 = 2 • 5* .

Так как 5 делит Ъъ -1, то Ъ » 4п , где «eiV (легко показать, что

34л-1 = 8Г-1 делится на 5, а 34и+,-1, 34w+2-l, 34"+s-l не

делятся на5),тогда З4" -1 = 2-5* <=> (9Л -$п+\)^2-5к итаккак

9" ± 1 четные числа, то (9й -1д9Л +1) делится на 4, однако 2 • 5* не

делится на 4.

Ответ: {0}.
3) Предположим, х нечетное число, т.е. х = 2/я+1, тогда

2х = 2 • 4т = 2(5 - l)w = 2(5я ± l), значит 2х +5' = 5(2*+ 5'4 )+ 2
или 2х +ЬУ = 5\2а + 5у~х -l)+3, т.е. 2х +5Г при делении на 5 дает

остаток 2 или 3, однако z2 при делении на 5 дает остатки 0; 1; 4.

Действительно, (5*)2 = 5{*>к2)+ 0; (5*±l)2 = 5(5?2 ±2к)+1;
(5*±2)2 =5(5А2±4*)+4.

Итак, х - четное число, т.е. х = 2го, тогда 22т + 5у =z2 о

/ у ^l fz-2*=5°
5' =lz-2w Iz + 2WJ<=> <

L , где целые я, 6 таковы, что

[z + 2w=5*

a + b = y, b>a>0, тогда 5* -5" = 2W+1 <=> 5*(5*-fl -l)=2m+1,
значит 5" делит 2/и+1, тогда а = 0, следовательно, 5*-l = 2'*+1,

[x = 2/w = 2
откуда находим 6 = 1, 7w = l (см. № 129), < ,

[.у = a + 6 = 1

z2=51+22=9, z = 3.

Ответ: {(2,1,3)}.
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134. X) Предположим» у - нечетное число, т.е. у
= 2т +1, тогда

qy =(4k~l)2m+l =4а-1, значит 2x+l +qy = 4(2хЧ + a-l)+3 дает в

остатке 3 при делении на 4, однако z2 при делении на 4 дает в

остатке 0; 1.

Получено противоречие.

Итак, j> = 2?, heN, тогда 2*+1 = z*-?2* = (*-?* )(z4-tf*)o
fz-a* =2°
<

, t, где целые а, 6 таковы, что х+1 = я4-6; 6>я>0,
(z + tf* =2*

значит 2ь-2а =2qk. (1)
Если а = 0,тов(1) левая часть - нечетное число, правая часть -

четное число, чта невозможна Итак, а>1, тогда

2b-l-2a-l=qk о 2flr4(2*-1-l}=?A:, значит 2а~1 делит нечетное

число qk, следовательно, а = 1, тбгда г6"1-!^*, значит ?=4

(см. № 131), т.е. ?=*2*-l-l±=2w-l, где л = Л-1, т.е. 6 = л + 1,

х = а + 6~1 = л1 + 1, ;/ = 2А = 2, z2=(2w-l)2+2w+2=(2,l+l)2,

Ответ: если q
= 2" -1, то {(и + 1; 2; 2й +l)};

если q*2" -1,то {0}.
135. Если у нечетное число, т.е. у=2п + 19 то

qy = (pw - l)2"+I =; /?а
~ 1, где а е W, значит

z2 = /7х + qy = /?(а + /?*4 )-1, т.е. z2 +1 делится на р, где

р = 4к + 39 что противоречит теореме 4.5.

Итак, у четное число, у
= 2п, neN, тогда рх +q2n = z2 о

рх =[z-qn\z + qn), значит \ , где целые а, 6 таковы,

[z + q" =р

чта х^а+ fej, 6>а>0, значит pb-pa=2q"o

pa\pb~q -l)=2q" и если а>0, то р делит 2#и, т.е. р = 2 или

р = #, однако /> = 4А + 3, значит рф2\ p = qm-l, значит рФq.

Итак, а = 0, тогда ръ -\ = 2qn =2(pm-lf = 2(/?c±l), где ceN,

т.е. /?* -1 = 2/7с±2о ^(р*""1 - 2с)= 1 ± 2,значит/? делит 1 или/?
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делит 3, что невозможно, так как р
= 4к + 3 > 7 .

Ответ: {0}.
136. 1) Если х = 1;2;3;4, тогда получаем следующие решения

{(l, 1, l), (4,2,2)} (см. № 130). Предположим, х>5, тогда

5Z -У =2Х делится на 32, т.е. числа 5Z и У дают один и тот же

остаток при делении на 32.

5т при делении на 32 дает остатки 5; 25; 29; 17; 21; 9; 13; 1, а

3" дает остатки 3; 9; 27; 17; 19; 25; И; 1. Итак,

(z = 8? + 2,;y = 8/ + 6) или (z = 8* + 4, у = Ы + 4) или

(z = 8A,;y = 8/).
В любом случае, числа z, у четные, т.е. z = 2а, у = 2Ь, где

a,beN, тогда 52"-32*=2* о (5* -3*)(5" +3*)^=2Х о
(У-З* =2с
<

L J , где <tf > о 0; <i, ceN, c + d = x.

[5a +ЪЬ =2d

Имеем 2J-2C =2-3*o 2c4(2J-c -l)=3\ значит 2е"1 делит

3*, тогда с = 1, следовательно, 3* = 2J~1 -1, тогда 6 = 1, af = 2 или

6 = 2, <i = 4 (см. № 129) <=>х = а + 6 = 2 или х-а + Ь = 3, что

противоречит предположению.

Ответ: {(l,l, l),.(4,2,2)}.
2) Если д: = 1; 2 , то получаем решение {(2,1, l)} (см. № 130).

Предположим, х > 3, тогда 7Z -3' = 2х делится на 8, т.е. числа

V,У при делении на 8 дают один и тот же остаток. V при

делении на 8 дает остатки 7; 1, а У при делении на 8 дает остатки

2; 4; 8; 1, значит z = 2к, jy = An, где k,neN .

Имеем 72* -34" =2* <^> (7* -9")(7* +9")=2* »
7* —9й =2"

t , где b>a>0; b,aeN; а + 6 = х, тогда
7*+9Л=26

26-2*=2-9"<=> 2*ч(26-1 -l)=9", т.е. 2*"1 делит *\ значит

а = 1, тогда 32w = 26"1 -1, следовательно, 2п = 1, 6-1 = 2 (см. №

129), что невозможно.

Ответ: {(2,1,1)}.
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137. Если z = 1,to 2*3' =60 x = y = l.

Предположим, z>2, то l + 5r = l + (4 + l)r = 1 + (4я+ l) = 4a + 2

не делится на 4, но делится на 2, значит х = 1, тогда 2 • У = 1 + 52.

Так как z > 2, то у
> 2, значит 1 +5* делится на 9, следовательно,

z = 6? + 3, ибо 5Z при делении на 9 дает остатки 5; 7; 8; 4; 2; 1,

тогда 2•3' =1+1252*+1 делится на 1 +125 = 126 = 7 • 18 , однако

2-3' не делится на 1.

Получено противоречие.
Ответ: {(l,l,l)}.
138. Если у>2, z>2, то 2г+2*5' делится на 4, однако

1 + 5* = l + (4 + l)x = l + (4a+l) = 4a + 2 не делится на 4. Итак, у = 1

или z = 1.

Если у = 1, тогда 1 = 5х - 2*5' о 5*4 - 2Г5М =
-, что

невозможно. Итак, z = 1, тогда 5х - 2 • 5' = 2У -1, следовательно,

2У -1 делится на 5, значит у
= 4к, к eN.

Имеем 5*-2-5'= 16*-1. (1)

Если * = 1, то 5* -16* = 9. Предположим, х - нечетное число,

тогда (6-1)*-(15 + 1)* =9 о (6Z>-l)-(l5c + l) = 9<=>

3(26-5с-3) = 2, где b,ceN, что невозможно. Итак, х - четное

число, т.е. х = 2/, тогда 52/-16*=9<=> (5'-4* J^'+4*)=9 о
5

~\=1о 5'=5, 4*=4о /.= ? = 1, х-2/ = 2, у = 4к = 4,
5;+4*=9

z = l, / = 1.

Предположим, f>2.

Имеем 2Г-1 = 5*-2-5', значит 5х-2-5'>0, т.е.

5* > 2 • 5' > 5', т.е. х > у
> 2, значит х > 3 .

Из (1) заключаем 16* -1 делится на 25, значит А = 5л, neN,

тогда 1 + 5*=220л+2.5/о 5'^'^J^10)2"-1 делится на

210-1 = 11-93, значит 5ХЧ -2 делится на 11, однако 55 при

делении на 11 дает остатки 5; 3; 4; 9; 1, но не 2.
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Получено противоречие.
Ответ: {(2,4,l,l)}.
139. Рассмотрим р = 2. Согласно условию, 2Р + 2Ч = 2q + 4

делится на #, причем, согласно малой теореме Ферма, 29-2

делится на q, значит q делит (2* + 4]-(2* -2)= 6, т.е. #
= 2 или

q
= 3, следовательно, г = 2 .

Аналогично при # = 2 находим /> = 2 или р = 3, значит г = 2 .

Предположим, р>2, q>2, тогда/?, # нечетные числа.

Если p = q, то 2/?+1=/?2г, значит/? делит 2Р+1, т.е. /?
= 2,

тогда г = 2 .

Пусть p^q. Согласно условию, 2/7+2<? делится на/?,причем

2Р -2 делится на р (по малой теореме Ферма), значит р делит

(2/,+29)-(2/?~2)=29+2, следовательно, р делит (29)/?-ь2/?,
тогда /? делит (ги +2")-(г' -г)= 2^+2. Аналогично а делит

2^+2, следовательно, 294 +2 = 2(2w_1 + 1) делится на /?#, тогда

/?<7 делит 2РЧ~{ +1, ибо pq нечетные числа. Пусть pq = k, тогда к

делит 2*"1 +1, где к > 1.

Покажем, что для любого Л е N (к>\) 2*"1 +1 не делится на Л.

Предположим, к делит 2*"1 +1, значит к нечетное число. Пусть

к = рхщ ...р„т", где /?, различные простые числа, го, е N .

Пусть /?, -1 = 2/; /,, где lf e N 9 tt нечетное число. Так как

р™* -1 делится на рк, -1, то /?/Ш/ -1 делится на 27'. Пусть для

определенности 1Х<12<... < /и, тогда для любого /: р™1 -1 делится

на 2*, т.е. /?/"'= 2'1 .*,+1, где *,€#, тогда к = рхщ ...р„т" =

= (2'1 *! +l)..^'1 5W +1)= 2h s +1, где ^ € W , т.е. к -1 делится на 2h .

Так как к делит 2*ч+1, то рх делит 2*ч+1 и так как tx

нечетное число, то рх делит 2^-1^ +1 = 22! ^ +1 = 2^"^ +1.

Согласно же малой теореме Ферма, рх делит 2Р1~1 -1, значит

рх делит 2^~* -1, таким образом, рх делит
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^(л-0» +1)_ ^(п-Ф -1)= 2, что невозможно, ибо р{>2.
Ответ: {(2,2,2^(3,2,2) (2,3,2)}.
140. 1) 1-й способ.

Если х = 1, то у
= 1. Пусть х > 1.

Из условия заключаем, что числа х, у состоят из одних и тех же

простых делителей. Пусть для определенности у>х и пусть

х = р°1...рк°к , у = р^...ркЬк , тогда, согласно условию,

рГ~РкакУ = P^-Pk** . значит а,у
= 6,х ; i = 1, 2,..., к,

учитывая, что у>х, получаем bk>an значит р^{^ркак делит

Pi—Pkk> т-е- * Делит у, значит у
= пх, neN (я>1), тогда

х"* = (лг)* о х"=пхо х"ч=/7. (1)

Если х > 2, то хяЧ > 2"~1 >
п, что противоречит (1).

Итак, х = 2, следовательно, 2У = у2, ^ > х = 2, т.е. у
> 3.

Заметим, что если jy > 4, то 2У > у2, значит у
< 4. Итак, jy = 3 или

у
= 4, однако 23 <З2 , 24 = 42. Итак, >; = 4.

Аналогично предполагая, что у < х, получим у = 2, х = 4 .

Ответ: {(2,4)^(4,2)}.
2-й способ.

Пусть для определенности х < у.

Если х = 1, то j;
= 1.

Если х = 2 , то у
= 4 (см. 1-й способ)

Предположим, х > 3, тогда >> > х > 3, т.е. у > 3 .

Имеем х* =.у* о (х^)*у = (у*)5'
как ^ > х > 3 (см. № 106), что противоречит условию.

3-й способ.

Покажем справедливость следующей леммы.

Лемма. Пусть ха = уъ, где а, Ъ, х, у натуральные числа, причем

(а, Ь) = 1, тогда существует натуральное число z, такое, что х = zb,

Доказательство.
1-й способ.

1 , vl II
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Так как ха = уъ, то х, у содержат одни и те же простые

делители. Пусть х = рхщ ...ркщ , у = рхч —Рьк , тогда, согласно

условию, Р\Щ---Р™* - Р\Щ-"РкПк-> значит am,=bnl9 где

/ = 1,2,..., Л. Так как Ъ делит aw/5 (а, б)=1, то 6 делит т, (см.

теорему 1.4), т.е. /и, =Ы,., тогда a{blj) = bnn nk =ali9 где If eN.

Пусть z = /г/1 ...Л'* , тогда х = р,™1 ...р/* = pbh ...pkblk = zb.

Аналогично y = za.

2-й способ.

Так как (a9b) = \9 то, согласно теореме 1.2, существуют целые

w, и такие, что am + 6я = 1.

Имеем х = х** = (х* )" ** = (у* )Г х*" = (уwxw )* = z\ где

z = xV\zeQ.

Так как z e g, zb eN,to ze N.

Имеем (z6| = ;;* <t> >>
= z .

Доказательство леммы окончено.

Пусть для определенности у > х.

Пусть <tf = (х, j>), тогда x = da, y-db, где (а, б) = 1, причем

Ъ >а (так как у >х).

Имеем ху = ух о xdb = yda о xb = ya, следовательно,

существует z (zeN), такое, что х = z", y = zb, причем Ъ > а,

*-* 2* У
тогда z =— =

—, т.е. х делит .у.
za х

Дальнейшие рассуждения аналогичны 1-му способу.
Ответ: {(2,4(4,2)}.
2) 1-й способ.

Пусть для определенности у>х, тогда у
= кх, где keQ,

к>\.

Имеем *** = (кх)х о хк = кх о х*4 = А:. Пусть к -1 = ~, где

<7

(р, #) = 1, тогда х = А*"1 = ——~

I * >/
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Так как (р9 q) = 1, то {р + q, q) = 1, следовательно, из (2) имеем

Ip+q=mpq = np
, где m,neN9тогда тр -пр = р, (3)

значит т> п9 т.е. w > я +1.

Предположим, р > 1, тогда имеем тр -пр > (п + \)р - пр =

= ((л + 1)-л)((л + 1)р-Ч^^ что

противоречит (3).

Итак, р = 1, следбвательно, А = 1 + —, х = ——— = 1 + — ,

я \ я ) у я

Ответ:

НУ
/ 1V+1
1+- ,

. я)

U

'*
я+Л (

v Я) К Я
, где qeN,q>\>.

2-й способ.
а с

Пусть для определенности у>х и пусть х = —, у
=
—, где

6 а

с

a,b9c,deN, причем (а,б) = 1, (с, d)~ 1, тогда — = — I
'сХь

|а*=с*

(f) =UJ итаккак(а'6) = 1Л^^)=1>тоГ,с=^. (4)

Пусть (а, с) = т, (b9 d) = п, тогда а = ахт, с = с{т9 Ь = Ь{п,
d = dxn9 где (a,, Cj)=l, (bj, </,)=l и так как (а,б) = 1, (с,*/)=1,то
(ах,Ъх)=\9 (c1,rf1) = l, значит (а,^, Vi)^-

fa*14 = cVl
Из (4) имеем <

L , ,
согласно лемме (см. выше), имеем

?А*1 = daieil

[a = z^,c = z^

U = ***,</ = Л"1
, где z9teN.
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С CI
Так как у>х, то —>--<=> boado bxcx>qxdx. Имеем

d b

jVi-Vi =_> zVi-Vi =_y следовательно, b делит d, а делит с, т.е.

b a

c = ap9 d = bq, где p,qeN, значит ct
= a,/?, rfj = At^r, тогда

p = ?l = ? = zhn-i*i = zW>i-*iftw) Ц.М)r* = ир-ч 9 где u=zz°ih

axbiАналогично q = vp~q, где v = /ai^, значит up q -vp ч
= p-q,

т.е. ur -vr =r, где r = p-q, где целое

с d be-ad
Л

r = p-q =

T
= — >0.

Так как wr -vr =r, то r = 1 (см. № 140, 1), 1-й способ), тогда

fn-v = l

(см. № 105, 5)), z -1 = 1, следовательно, p = (zfl|il j = z,

, значит z*1*1 -J*1*1 = 1, откуда axbx = 1, значит ^ = fej = 1

# z

Имеем Jt = —= •

6 /Vi

Аналогично у = 1 +—

Ответ:

P/7 Л9 ( *^+Л '

zVi z4 /гу» /гу /, + 1у
/ ,у

?+1

IV

1+1 i+! (КГ'К)') гдеqe N,q>\

141. 1-й способ.

Пусть —
= z (z е g), тогда x*+rf = (x + zx)** <=>

x1+r=(* + z*)z<^ *1+z=*r(l + z)zo x = (l + z)z. Пусть *= —,

z = —, где
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!!L = l?_fL.o ftiqqp =nq(p + q)p, значит nq делит mqqp,
nq qp

причем (m, n) = 1, следовательно, я9 делит ^.

Так как (p,q) = l, то (р + <7,?) = 1, значит ((р + ?)р,9/')=1,
причем qp делит nq(p+q)p, следовательно, qp делит я*.

Итак, nq =qp, тогда согласно лемме (№ 140), существует

k(keN): п = кр, q-k4. Если q>\, то kq =q>\9 т.е. ?>1,

значит q
= kq >2q, что невозможно, так как для любого q qe N :

2q > q. Итак, g = 1, следовательно, 2 =*— = /?, x = (l + p)^ ,

j; = zx = z(l+^)z =/?(1 + р)/7,где peN .

Ответ: |l +/^p(l+ />)'):/>?#}.
2-й способ.

Имеем xV^x+^o хх=|1+^] . Так как jl+— ]е?,

1+— I eN, tq 1 +~€#, т.е. х делит у, y
= zx, ze N, тогда

V х) *

х = (l + z)z, д> = z(l + z)2, где zeN (см. 1-й способ).

3-й способ.

Пусть d = (x, у), тогда х-da, y = db9 где (а,б) = 1, значит

(а + М)=1, причем **** = (* + >>)* О xa+b ={x + yf,
следовательно, согласно лемме (№ 140), существует t (teN),

{x + y = ta+b . r"+*
f д>

такое, что <
L , тогда t = —г— = 1 + —, значит х делит у,

|х = ^ Г х

т.е. ,y = zx, z е N, следовательно, x = (l + z)r, y = (l + z)z z .

Ответ: |l + z)r; z(l + z)z ): z e n\.
142. Если n = 1^ то x = ^.

Если л = 2, то x2+(x + >>)2 = (x + 2j;)2 о x2-2xy-3;y2 = 0<=>

(x + j;)(x-3y)= 0, причем x > 1, у > 1, значит х = 3>>.

Предположим, п > 3 .
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Пусть х + у
= z (z e N). Очевидно, z > у. Имеем

Пусть d = {z,y), тогда z = da9 y-db, где (а,б)=1, a>6,

следовательно, (а - Ъ)" +ап =(а + b)" .

Рассмотрим нечетное я.

Согласно биному Ньютона, имеем

(ап -na"-lb + ...+ nab"-1 -Ь")+ a" = a" +na"-lb + ...+ nab"-1 +b" »

(ma-b")+an =ka + b", где m,keN, тогда a(m-k + a"-l)=2b",
значит я делит 26й, причем (а,б)=1, следовательно, я = 1 или

я = 2, однако а > b > 1, следовательно, а = 2 и так как а > b , то

6 = 1, таким образом, 1 + 2" =3", что невозможно, ибо

3"=(2 + 1)" >2"+1" = 2"+1 для любого п>Ъ. Получено

противоречие.

Рассмотрим четное п.

Согласно биному Ньютона, имеем

П\П-\) 2А/»-2 . z.«-l , иЛ , „»а" -па"-хЪ + ...+^—^а2Ьп-2 -паЪп~х +Ь" \ + а" =

2

(а2* - nab"'1 +b")+a" =a2t + nab"'1 + 6й о

а2 (у - Г + а
"~2 ) = 2nab"~x, где s,teN , тогда a(s - / + a""1) = 2я6"-1.

Так как а делит 2я6Л_1, (a, b) = 1, то а делит 2я,следовательно,
2я> я.

Имеем (a + fe)w=aw+(a-fe)wo (l + -1 = l + fl-A>| 0
l = (l + c)w-(l-c)w, (1)

где с = —, 0<с<1.

Заметим, что (l + cf + (l - с)" > 2 для любых значений я, с

(0<с<1,л>1).
Действительно, (l + с)1 + (l - с)2 = 2 + 2с2 > 2,
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Предположим, (l + cf + (l - cf > 2 и докажем

(1+c)-i+(l-c)w+,>2.
Имеем (l+c)w+l + (\-c)n+l =(l + cXl+c)w +(l-cXl-c)w =

((l+c)V(l~c)w)+41 + c)/,"-(1~c)/,)>2 + 0 = 2, что и требовалось
доказать.

Покажем, что (l + с)и -(l-с)" > 2пс, где 0 < с < 1, л > 3.

Действительно, (l + cf - (l - с)3 = 6с + 2с3 > 3(2с).
Предположим, (l + с)" - (l - с)" > 2пс и докажем, что

(1+с^^(1_с)^>2(Л + 1>.
Имеем (1 +сГ -(l-c)w+l =(l + cXl + c)" -(l-cXJ-c)w =

((1 + с)и~(1-с)и)+41+^)И+0~с)и)>2/7с+2с = 2(/7 + 1)с, что и

требовалось доказать.

Итак, (1+с)и-(1-с)и>2/7с =—Z>>Z>>1, т.е. (l + c)w-
а

- (l ~ cf > 1, что противоречит (1).

Ответ: {(*, у, п): {у, у9 \\ (Зу, у,2\гдеуеМ}.
143. 1) Если п = 1, то т = 1. Предположим, я > 1.

Пусть/? наименьший простой делитель числа п, тогда/? делит л,

я делит 2"-1 (согласно условию), значит р делит 2W-1,

следовательно, /?
- нечетное число. Согласно малой теореме Ферма,

р делит 2/7~1 -1. Пусть к наименьшее возможное натуральное

число, такое, что р делит 2* -1.

Покажем справедливость следующей леммы.

Лемма. Пусть т делит а" -1, где m,n,aeN (a>l) и пусть Л

наименьшее натуральное число, такое, что т делит а* -1, тогда ?

делит я.

Доказательство.

Предположим, к не делит п, тогда разделим число и на к с

остатком,т.е. п = dfc + r, где d,r e N , 0<г <к.

Так как го делит а* -1, то го делит (я* )г -1 (так как

6J-l = (6-l)(brf-|+... + u + l)).
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Так как т делит а" -1 = adk+r -1 = ar{adk -l)+(ar -l), m делит

adk -1, то m делит ar -1, причем 0 < r < к, что противоречит

определению к.

Таким образом, г = О, значит к делит я.

Лемма доказана.

Так: как р делит числа 2" -1, 2у'"~1-1, 2*-1 и ? является

наименьшим возможным таким числом, то, согласно лемме, к делит

л, А делит (/? -l), значит к<р-\<р.

Итак,. Л делит w, /г < /?, следовательно, к = 19 ибо /? наименьший

простой делитель числа я, тогда /? делит 2* -1 = 2-1 = 1, т.е. р

делит 1, что невозможно. Получено противоречие.
Ответ: {(l,l)}.
2) Если п = 1, то го = 4.

Предположим п > 2 .

Пусть/? наименьший нечетный простой делитель числа п. Пусть
к наименьшее натуральное число, такое, чтор делит 3* -1.

Очевидно, к Ф1 (так как р нечетное число). Так как

32и -1 = (з* -l)(3w +1), п делит 3й +1, то п делит З2" -1, значит р

делит 32и -1, следовательно, р*Ъ , тогда, согласно малой теореме

Ферма, р делит Зр~1 -1.

Так как /? делит числа 32и-1, Зр~1 -\, 3*-1 и к

наименьшее возможное такое число, то, согласно лемме, к делит числа

/?-1,2л.

Так как к делит /? -1, то к< р-\< р, т.е. ? < /?. Если А

нечетное числа, тогда к делит я, ибо к делит 2л. Имеем А делит я,

к<р, однако /? наименьший простой делитель числа я, значит

к = 1, в противном случае нашелся бы простой делитель q числа Л

такой, что q<k 9 q делит п (так как к делит п\ что противоречит

определению числа р. Так как к = 1 и р делит 3*-1 = 3-1 = 2,то

/? = 2, что невозможно, ибо/? нечетное число.

Если к = 2/, IeN, тогда /<2/ = & </?, 2/ делит2я, т.е. /</?,/

делит я, значит / = 1, ибо /? наименьший простой делитель числа л,

тогда к = 2/ = 2 , причем/? делит 3* -1 = 8, что невозможно.
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Получено противоречие.
Ответ: {(l; 4)}.
144. Так как а + 1 не является степенью двойки, то а + 1 имеет

нечетный простой делитель р.

Покажем справедливость следующей леммы.

Лемма: если /?*+I делит ар +1, где я, ре N, а> 1,рнечетное

простое, k^Z (?>0),то рк+г делит ар +1.

Доказательство.

Пусть рк+} делит ар + 1, пусть ар = 6, тогда рк+х делит

6+1.

Имеем арШ +1 = ЬР +1 = (Ь + фр'1 -bp~2 +...-b + \), так как р

нечетное число.

Так как pk+l делит b +1, то р делит Ъ +1, значит /? делит числа

62-l = (fe + lX6-t), [b2]" -I = 62w-1. Так как/? делит 6 + 1, то/?

делит fe2w_1 +1, где meN .

Пусть /? = 2/ + 1, тогда 6p4-б^"2+...-6 + 1 =

= Ь21-Ь21~1+ ...-fe + l = ^2/~lj~(fe2M+lj+ ...-(6 + 1)+/? делится на

/? (так как все слагаемые делятся на /?), значит рк+2 делит

(b + l)^"1 - 6Р"~2 +... - b +1j = 6P +1, что и требовалось доказать.

Лемма доказана.

Так как р делит а+ 1, то, по индукции, согласно лемме, рк+х
делит ар +1 для любого целого значения к (к > 0), следовательно,

р* делит ар +1,т.е. п= 1;р;р2;р3;...
Что и требовалось доказать.

145. Если п = 1, то л делит а" +1.

Предположим, л > 1.

Пусть р наименьший нечетный простой делитель числа п. Пусть
к наименьшее натуральное число, такое, что/? делит ак -1.

Так как а2п -1 = (яи ~ty*n + *J> п делит ап +1, тогда л делит

я2" -1, значит /? делит а2п -1, следовательно, /? не делит а, т.е.

(а, /?) = 1, значит, согласно малой теореме Ферма, р делит ар~1 -1.

Так как р делит числа а2п -1, ар~х -1, а* -1; к наименьшее

возможное такое число, то к делит числа р -1, 2и.

Так как ? делит /? -1, то к< р-1< р 9 т.е. к< р.
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Если к нечетное число, тогда к делит я, ибо к делит 2п. Имеем к

делит я, к<р, однако р наименьший простой делитель числа я,

значит к = 1, т.е. р делит ак -1 = а -1.

Если fc = 2/, IeN,то I<2/ = ? </?, ? = 2/ делит2я, т.е. /</?,
/ делит я, значит / = 1, ибо р наименьший простой делитель числа

л, тогда к = 2/ = 2
, значит/? делит а* -1 = а2 -1 = (а - \){а +1).

Итак, р делит а2 -1. Согласно условию, а +1 = 2т, значит р

делит а2 -1 = (2W -1| -1 = 2w+1 \2т~х -1), причем р нечетное число,

следовательно, р делит 2т~х -1, т.е. 2W~1 -1 = ps, seN
, тогда

а = 2W -1 = 2(/?s +l)-1 = 2ps +1, причем р делит я" +1 (так как п

делит яи+1), значит/? делит (2ps + l)" + 1 = (/?<i + l)-bl = /?я? + 2,

следовательно, /? делит 2, что невозможно.

Ответ: {l}.
2)Таккак а + 1 = 2да,то a2 +l = 2(22w4 +2W +l).
Пусть/? нечетный простой делитель числа 22от~| +2т +\, тогда/?

делит а2 +1, причем (а2 +l) четное число, значит 2/? делит а2 +1.

Покажем справедливость следующей леммы.

Лемма: пусть 2/?*+1 делит а2р -И, где /? нечетное простое;

АеZ (k>6)a,peN (a> l), тогда 2/?*+2 делит а2/7*+1 +1.

Доказательство.

Пусть а2р =Ь9тогда 2pk+l делит 6 +1.

Так как 2 делит Ъ +1, тогда 2 делит 6Р +1.

Так как pk+l делит 6 + 1, тогда /?*+2 делит Ър + 1 (см.

доказательство леммы (№ 144)), таким образом, 2/?*+2 делит

bp +l = a2pk+l + 1.

Лемма доказана.

Так как 2/? делит а2 +1, то по индукции заключаем, что 2pk+l
делит а2р +1, значит 2рк делит а2/7 +1, т.е. п = 2; 2/?; 2/?2;...

Что и требовалось доказать.

146. Если у четное число, т.е. у
= 2к, тогда х2 = 4(2?2 + lJ+3

при делении на 4 дает в остатке 3, что невозможно.

Итак, у нечетное число.

Имеем х2 +1 = / +8 о *2 + 1 = (у + 2Х);2 -2;у+4). (1)
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Так как >> нечетное число, тогда числа у+ 2, у2 -2у+4 также

нечетные.

Всякое нечетное число имеет вид 4т +1 или 4т + 3.

Предположим, у + 2 = 4а +1, у2 - 2jy + 4 = 46 +1, тогда у = 4а-\,

(4tf-l)2-2(4a--l)+4 = 4fe + lo b-4a2 + 4a = 1,5, где a,beZ,

что невозможно. Итак, хотя бы одно из чисел j> + 2, j;2-2j' + 4

имеет вид 4т + 3, причем всякое число вида 4т + 3 имеет простой
делитель такого же вида.

Пусть этим простым делителем является число г = 4/ + 3, тогда,

согласно (1), г делит х2 +12, что противоречит теореме 4.5.

Ответ: {0}.
147. Если х четное число, т.е. х = 2&, тогда 5>>2 = 8?3 -13 о

(5у)2 =4(l0?3 -17J+3 , что невозможно, так как полный квадрат

при делении на 4 дает в остатке 0 или 1, но не 3.

Итак, х нечетное число.

Имеем х3-8 = 5(у2+1)о (х-2%х-\)2 +з)=5(у2 +l). Таккак
х нечетное число, то х = 4к +1 или х = 4? + 3, где keZ. Если

х = 4? + 1, то х-2 = 4(&-1)+3, значит х-2 содержит простой

делитель такого же вида, а именно, 4т + 3. Если х = 4к + 3, то

(х -1)2 + 3 = 4(2? -1)2 + 3 , тогда (х -1)2 + 3 содержит простой
делитель вида 4т + 3. Итак, в любом случае, существует простое

число р
= 4т + 3, которое делит х3 - 8 , значит/? делит 5\у2 +1).

Так как р = 4т + 3, то р* 5 , однако,/? делит 5(у2 + lj, значит/?
делит .у2 +1, что противоречит теореме 4.5.

Ответ: {0}.
148. Предположим, х четное число, т.е. х = 2т, meN , тогда

/=(2т)3+4г~1 = 4(2/7134-4г-1-1)+3,т.е. /=4/ + 3,где /eZ,

что невозможно.

Итак, х нечетное число, следовательно, х = 4т + 1 или

х = 4т + 3, где w e Z .

Если х = 4т + 3, то у2 =(4т + 3)3 -4Z -1 =

= 4(l6w3 + 36m2 + 27m + б)+ 3 , что невозможно.

Рассмотрим х = 4т +1.

Имеем у2 + 42 = х3 -1 = (х - \\х2 + х +1).
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Так каю х2 +x + l = (4w + l)2 + (4/w + l)+3 =4(4/и2 +3ю)+3, то

существует простое число р вида 4и+3, которое делит х2 + х + 1,

значит/? делит у2 + 4Г.

Так как х нечетное число, тогда у четное число, т.е. у
= 2* /, где

k,teN; / нечетное число, тогда >>2 +4Z ^= 4*f2 + 4*.

Рассмотрим к > z. Простое /? = 4л+3 делит у2 + 4Г =

= 4zf(2*"z/;+lJ, значит /? делит s2+l, где s = 2k~zt (ибо

(р, 2) = 1), что противоречит теореме 4.5.

Рассмотрим k<z. Простое /? = 4л+3 делит

y2+4z =4k(t2+i^2-kf\ значит р делит /2+(2*"*j* (ибо

(р, 2) = 1), что противоречит теореме 4.5 (ибо t, 22~к взаимно

простые числа).
Ответ: {0}.

149. Пусть ух + ^Ъу2 -1 =я, Цх-^Ъу^Л =Ъ, тогда

tf + fe = z<=> tf3+63+3a*(a + ?>)=z3 <=> Глг-ь^/в^2 -1^ + (х-
-V8>;2-1) +3ate=z3o 3^/x2-8;y3+lz = z3-2;c.

Если z = 0, то х = 0, 7 нечетное натуральное число.

_ . z3-2x
Предположим z Ф0, то Цх -%у +1 = t? где / = > t^Q-

3z

Так как f€0, f3 = х2 -8/ +leZ, то feZ. Имеем

t3 +&у3 = х2+1.

Предположим, t четное число, т.е. t = 2k, тогда

x2=4(2j;2+2A:3-l)+3 , что невозможно. Имеем

x2+l = (2>>+/X4/-20>+f2).
Так как t, у нечетные числа, то t-y = 2s, seZ, тогда

4у2 -2ty+t2 =(t-yf +3/ =(2^)2 +3(2r+1)2 =4^2 + 3г2 +3г)+
+3, следовательно, существует простое число р вида 4? + 3,

которое делит 4у2 -2ty + t2, значит р
= 4А + 3 делит х2+1, что

противоречит теореме 4.5.
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Ответ. {(О, у, 0): у е N, у нечетное число}.
150. 1) Согласно биному Ньютона, имеем (x + \)z = ах + 1, где

aeN, тогда ху -(<ax + l) = l о x[z2'1 -а)=2, т.е. х делит 2,
значит х = 1 или х = 2 .

Если х = 1, то I* - 2Z * 1, что невозможно.

Если х = 2,то 2'-3z =1,значит у = 2, z = l (см*№129).
Ответ: {(2,2,1)}.
2)Имеем х' -(х' +l/ =lo х'-(ox + l)=l, где aeNo

х\ху"1 -а)=2, т.е. * делит 2, значит х = 1 или х = 2. Очевидно,

х*1.

Если х = 2,то 2'-(2'+l)r=L
Если / = 1,toj; = 2,z = 1 (см.№ 129).

Предположим, t > 2, тогда 2Г = (2' +l)* +1 > 22z, т.е.

у > 2z > 2, значит ^
> 3.

Имеем 2у -?' + l)* = 1о 2' - (4 • 2'"2 +l)* Ы о

2г-(46 + 1) = 1,где beNo 2У"2 -6— —
,
что невозможно.

Ответ:{(2;2;1;1)}.
3) Если х = 1,то.у=1,2 -любое натуральное число.

Рассмотрим х>2. Если z = l, то (x + iy =х + 1, т.е. y
= l, x

любое натуральное число.

Если z?2, то (x+lY = х2 +1>х2+1>х+1, т.е. у>\е>

у>2.

Пусть х нечетное число, тогда, согласно биному Ньютона,
имеем (x + iy ?=ах2 +у-х+\9 где aeN, значит

(ах2 + xy + l)-xz = 1 о у = х\х2'2 -а), т.е. х делит у. Пусть >> = fac,

где Ъ е N.

Имеем (х +1У"-хг=Ю ((x+l)^-l = xz. (1)

Пусть (x + l)*=c, тогда cb -1 = х2 о (c-l\cb~l + ... + c + lJ=
= xz, т.е. с -1 делит xz <=> (х + l)* -1 делит х2.

Согласно биному Ньютона, (х + \)х -1 = (<&3 +С2х2 +С*хх +

+1)-1 = (&3 + *^хЧх.х +^
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= x3s + x2, где seN (так как целое число), следовательно,

x3s + x2 делит х2, т.е. xs + 1 делит хг~2, однако числа xs + 1, x

взаимно просты, значит xs + 1, xz~2 также взаимно просты, таким

образом, xs + l = lo^ '- = 1<=> (х + \)х =х2 +1. Так как х

х

нечетное число, ббльшее 1, то х>3, тогда

(x + l)* >(x + l)3 >(x + l)2 >х2 + 1.

Получено противоречие.

Пусть х четное число и пусть х = / -1, тогда / нечетное число.

Имеем 1У -(/-if = 1, причем / = х +1 >3. Если / = 3,то y = z = \

или у
= 2, z =3 (см.№ 129).

Предположим, / > 4. Если z четное число, то (/ - l)z = lr +1, где

г е N
, следовательно, F-(fr + l)=lo /(/^ч - г)=; 2, т.е. / делит

2, что невозможно, так как / > 4.

Итак, z нечетное число, тогда, согласно биному Ньютона, имеем

(/-l)r =/2a + /z-l, где яеЛГ, тогда ly -(/2a + /z-l)=l о
z = /(/^~2 - а), т.е. / делит z. Пусть z = Ы, где beN.

Имеем F=(/-l)w+l. Пусть (/-l)'=c, тогда /*=с*+1 =

= (с + 1дсг-cr_1+...-c + l), значит с + 1 делит /^,т.е. (/-l/+l
делит Р. Согласно биному Ньютона, имеем (/ - l)' +1 =

4V-c2/2+c//-i)+i =^^
= /2 /<tf + +1 = /2(fa + l), где seN, значит /2(fa + l) делит

ly, следовательно, fa +1 делит /^~2, однако fa +1 и 1У~2 взаимно

, 1 1 (/ — lV -f-1
л

просты, таким образом, fa +1 = 1 о -1 1 «= 1 о

(/-iy=/2-i.
Так как /;>4, значит (/-l)' >(/-l)4 =(/(/-2)+1)2 S

^(2/ + l)2>/2-l.
Получено противоречие.
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Ответ: {(l, l,t\ (', 1, l), (2, 2, з): t e N).
4) t = 1 (cm. 3)).

Пусть />2. Имеем l = (x' +1/ -xz >x' + l-xr, т.е.

l>x'+l-xr <» z>t.

Если z = /,to (x' +1/ -x' *?1<=> jh = 1-

Предположим, z > / > 1, т.е. z -1 > /. Согласно биному

Ньютона, имеем (х' +1/ = а[х* f + ух1 +1, тогда

(ах2/ + >>х' +1)- xz = 1 о >; = x(xr"/_1 - ах'"1), т.е. х делит у. Пусть

у = foe, где beN .

Имеем (х'+1J*-l = xz <=> Мх'-ИМ -1 = хг, значит

(х' + lj -1 делит xz, т.е. число (х' +1j -1 =

=(> +^й,* +х.х,+1j_i .V^ +ikzilxM+1j
делит число xz, значит А = сх21~х + — -х'ч+1 делит х*""'"1,

однако Л и х2"'"1 взаимно простые числа.

Действительно, предположим, существует простое р9 которое

делит числа А, хг~м, тогда р делит А, х, значит р делит

. ( 2/-1 *(*-0 /-Л ,

А-\сх х = 1, что невозможно.

I 2 )
Так как Л делит х*~'~1 и (л, д;г~м)=1, то А = 1о

t-tizi-lo^+l^-x^+l.
Очевидно, х = 1. Предположим, х > 2, тогда

(х' +1j > (х' +1j > x2t +1 > x/+1 +1, что невозможно.

Ответ: если t = 1, то (х, у, z) =
= {(1,1, п\ (л, 1, l)t(2,2, ЗХ ate и е #};
если х = 1, то у

= 1; z, / - любые натуральные числа;

если х > 2, t>29 t*z , то {0};
если х > 2, f > 2, / = z, то jy = 1.
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